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Resumen

C. Jordan introdujo las funciones de variacién acotada en relacién con el test
de Dirichlet para la convergencia de las series de Fourier. Sin embargo, la definicion
moderna de funciones de variacion acotada (en lo que seguira funciones BV') se debe
a los trabajos de E. De Giorgi, quien introdujo la clase de funciones cuyas derivadas
distribucionales son medidas. Hoy dia, la clase de funciones BV tiene un papel critico
en varios problemas clésicos del calculo de variaciones.

En el primer capitulo, revisaremos algunos resultados preliminares de la teoria de
la medida abstracta y de la teoria geométrica de la medida. En el segundo capitulo nos
centraremos en el estudio de las funciones BV y en la teoria estrechamente relaciona-
da de los conjuntos de perimetro finito. Definiremos y estudiaremos las propiedades
del espacio de las funciones BV y examinaremos el vinculo entre conjuntos de peri-
metro finito y las funciones BV. El siguiente capitulo del trabajo estara dedicado a
las funciones especiales de variacion acotada (funciones SBV') y las propiedades de
este espacio funcional. Gracias al trabajo preliminar, el dltimo capitulo de la tesis es-
taréd orientado hacia el estudio de problemas variacionales especificos formulados en el
marco previamente construido. E. De Giorgi, acuné el término “problemas de disconti-
nuidad libre” para indicar una clase de problemas de minimizacién en el que compiten
energfas volumétricas, concentradas en conjuntos N-dimensionales, y energias super-
ficiales, concentradas en conjuntos (N — 1)-dimensionales. Otra caracteristica de estos
problemas es el hecho de que los conjuntos soporte de la energia superficial no estén
fijados a priori, y en muchos casos son la incognita relevante del problema. El ejemplo
mas conocido de problema de discontinuidad libre es el propuesto por D. Mumford y
J. Shah. En ese sentido, el objetivo final de este trabajo serd demostrar que la for-
mulacion cléasica del problema de Mumford-Shah y la formulacion débil en el espacio
SBYV son de hecho equivalentes en cualquier dimensioén espacial.
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Abstract

Functions of bounded variation were introduced by C. Jordan in connexion with
Dirichlet’s test for the convergence of Fourier series. However, the modern definition of
functions of bounded variation (BV functions in the sequel) is due to the works of E.
De Giorgi, who introduced the class of functions whose distributional derivatives are
measures. Today, the class of BV functions presents a major role in several classical
problems of the calculus of variations.

In the first chapter, we will review some preliminary results of the abstract measure
theory and of the geometric measure theory. The second chapter is entirely devoted
to the study of BV functions and the closely related theory of sets of finite perimeter.
In this regard, we will define and study fine properties of the space of BV functions
and will examine the link between sets of finite perimeter and BV functions. The next
chapter of the thesis is devoted to special functions of bounded variation (SBV func-
tions) and to the properties of this functional space. Thanks to the preliminary work,
the last chapter of the thesis will be oriented towards the study of specific variational
problems on the unitary framework built previously. E. De Giorgi, coined the term
“free discontinuity problems” to refer to a class of minimum problems characterised
by a competition between volume energies, concentrated on N-dimensional sets, and
surface energies, concentrated on (N — 1)-dimensional sets. Another feature of these
problems is the fact that the supports of the surface energy are not fixed a priori, and
are, in many cases, the relevant unknow of the problem. The best-known example
of free discontinuity problem was proposed by D. Mumford and J. Shah. The final
goal of the thesis will be to prove that the classical formulation of the Mumford-Shah
problem and the weak one in the SBV are indeed equivalent in any space dimension.

Keywords

Functions of bounded variation, Special functions of bounded variation, Free dis-
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abstract measure theory, geometric measure theory, regularity.
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CAPITULO 1
Introduccion y preliminares

En este capitulo presentamos algunos resultados de la teoria de la medida nece-
sarios en el resto del trabajo. Para ello en la primera seccién recordaremos nociones
como medidas reales, vectoriales, equiintegrabilidad y teorema de Radon-Nikodym.
En la segunda secciéon estudiaremos las medidas de Radon en espacios métricos (lo-
calmente compactos y separables) y sus propiedades de convergencia débil* asi como
la correspondencia entre medidas de Radon finitas y las funciones continuas con so-
porte compacto. Tras esto, en la tercera seccién recordaremos algunos resultados so-
bre convoluciones, en particular estudiaremos las propiedades de la convolucién entre
una medida de Radon y una funcién. Finalmente, veremos las nociones de medidas
tangentes, conjuntos rectificables y medidas rectificables. A lo largo de este capitu-
lo enunciaremos numerosos resultados sin demostracién. Las demostraciones de las
mismas se pueden encontrar en [6] en los capitulos 1 y 2, aunque en algunos casos
daremos otras referencias clasicas.

1.1. Teoria abstracta de la medida

Ademas de las medidas positivas, es posible definir a su vez medidas que toman
valores vectoriales. FEsta nocién es esencial en este trabajo puesto que el gradiente de
una funcién de variacion acotada en el sentido de la teoria de distribuciones es una
medida de este tipo. A continuacién damos la definicién abstracta de medidas reales
y vectoriales.

Definiciéon 1.1 (Medidas reales y vectoriales). Sean X un conjunto y € una o-dlgebra
de P(X), me Nym>1.

(a) Se dice que pn: € — R™ es una medida si u(0) = 0 y si para cualquier sucesion
(ER) de elementos disjuntos dos a dos de € se tiene que:

% (U Eh) = ZM(Eh)7
h=0

h=0

stempre que la serie converja para la funcion de conjuntos (.
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Sim =1 decimos que p es una medida real, si m > 1 se dice p es una medida
vectorial.

(b) Sip es una medida, definimos la variacion total |p| para cada E € € como sigue:

oo oo
|u|(E) = sup{Z!u(Ehﬂ : By € € conjuntos disjuntos dos a dos, E = U Eh}.
h=0 h=0

Observamos que las medidas positivas no son un caso particular de medidas reales
puesto que las medidas reales de acuerdo con la definicion que acabamos de dar deben
ser finitas.

Vemos a continuaciéon que la variacién total de una medida es a su vez una medida
positiva finita.

Teorema 1.2. Sea p una medida en (X, E), entonces || es una medida positiva finita.

Ahora introducimos las medidas inducidas por una distribucién de masas sumable.

Definiciéon 1.3. Sea el espacio de medida (X, E, ) donde v es una medida positiva
y sea f € [LY(X, u)]™. Definimos la siguiente medida con valores en R™:

fu(B):/deu, VB e€&.

Por las propiedades elementales de la integral es facil comprobar que la féormula
anterior define una medida vectorial con valores en R™ y su variacion total es dada
por la siguiente proposicion.

Proposicion 1.4. Sea fu la medida introducida en la definicion anterior, entonces:
£ul(B) = [ Ifldn, B e

Por la desigualdad de Chebyschev se sigue inmediatamente que si las medidas fu
y gu coinciden, entonces g = f en casi todo punto de X respecto de la medida p. A
continuacién recordamos el concepto de equiintegrabilidad.

Definicién 1.5 (Equiintegrabilidad). Si F C L(X, i) decimos que F es una familia
equiintegrable se se verifican las dos condiciones siguientes:

a Paﬂa Cualqul(z? € > O 131:7/515(3 un Con]unlfO 11 qu@ €s —m@dlblti y con 11 < (0. @] tal
l’l’ M
que f):\A‘ ’ |Cilﬁ < € p(:” a Cualquui'l” ’ G .; .

(b) Para cualquier € > 0 existe un § > 0 tal que para cada conjunto E que es p-
medible, si p(E) < § entonces se tiene que [4|f|du < € para cada f € F.

Se observa que la primera condiciéon se verifica trivialmente para medidas finitas,
pues basta considerar A = X. En la siguiente proposiciéon se dan tres formulaciones
equivalentes de la equiintegrabilidad.
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Proposicién 1.6. Sea F C L'(X, n). Entonces F es equiintegrable si y solo si:

(Ep)C €&, Ep—0 = lim sup [ |f|du=0.
h—>o<>f€]: E),

Si p es una medida finita y F estd acotada en L'(X, 1), entonces F es equiintegrable
sty solo si:

Fc {feLl(X,m [ wlhan< 1},

para alguna funcion creciente ¢ : [0,00) — [0, 00] que satisfaga (t)/t — oo cuando
t — 00 o0 equivalentemente si y solo si:

lim sup/ |fldp = 0.
1700 reF J{If1>t}

Es facil ver que toda medida fu, con f € [L*(X, u)]™, es absolutamente continua
respecto a g (escrito fu < p) en el sentido dado en [24]. El teorema de Radon-
Nikodym nos dice entonces que bajo ciertas condiciones el reciproco es cierto. De
hecho se tiene el siguiente teorema de Radon-Nikodym-Lebesgue.

Teorema 1.7 (Radon-Nikodym-Lebesgue). Sea u una medida positiva y v una medida
real o vectorial en el espacio de medible (X, E), y supongamos ademds que p es o-finita.
Entonces existe un unico par de medidas v®,v® con valores en R™ tales que v* < pu,
v¥ L pyv = v+ v5 Ademds, eriste una tnica funcion f € [LY(X,p)]™ tal que
v = fu.

A la funcién f se le llama funcién densidad o derivada Radon-Nikodym de v
con respecto p y se denota por v/u. También recordamos que el simbolo L indica
que las medidas son singulares (ver de nuevo [24]). Como cada medida vectorial p es
absolutamente continua respecto de ||, se sigue la siguiente descomposicion aplicando
directamente el teorema de Radon-Nikodym.

Corolario 1.8 (Descomposicion polar). Sea o una medida vectorial con valores en R™
en el espacio de medible (X, E), entonces existe una tnica funcion f € [LY(X,|u])]™
con valores en la esfera unidad S™ 1 tal que se tiene p = f|ul.

1.2. Medidas de Radon y sus propiedades

En adelante trabajaremos con espacios métricos localmente compactos y separa-
bles. Utilizaremos la abreviatura l.c.s. en el resto del capitulo para referirnos a estos
espacios. Se definen entonces las medidas de Radon como sigue.

Definiciéon 1.9 (Medidas de Borel y medidas de Radon). Sea X un espacio métrico
l.c.s. y B(X) su o-dlgebra de Borel:
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(a) Una medida de Borel en X es simplemente una medida positiva definida sobre la
o-dlgebra B(X). Si esta medida es a su vez finita en conjuntos compactos, se dird
entonces que es una medida de Radon positiva.

(b) Una medida de Radon en X en general es una funcion de conjuntos que toma
valores en R™ y que ademds es una medida vectorial en K definida sobre la o-
dlgebra B(K) para cada conjunto compacto K C X. Diremos que j es una medida
de Radon finita si es una medida vectorial en X sobre la o-dlgebra B(X).

Denotamos por [M,.(X)]™ (respectivamente por [M(X)]™) el espacio de la medi-
das de Radon en el espacio métrico l.c.s. X que toman valores en R (respectivamente
las medidas de Radon finitas en X que toman valores en R™).

Nota 1.10. Notesé que si p es una medida de Radon y si:
sup{|p|(K) : K C X compacto} < oo,
entonces se puede extender la medida a todo B(X) y la funcion resultante, que se

sequird denotando por p, es una medida de Radon finita.

El siguiente resultado nos proporciona una férmula para calcular la variacion total
de una medida. Esta proposicién seré de gran utilidad en el resto del trabajo a la hora
de calcular la variaciéon de una funcién de variaciéon acotada.

Proposicion 1.11. Sea un espacio métrico X l.c.s. y p una medida de Radon finita
en X que toma valores en R™. Entonces para cada conjunto abierto A C X se tiene
las siquiente igqualdad:

|u|<A>:sup{; /X widpi  w € [Co(A)™, [lull, < 1},

donde u; y p; denotan las componentes de u y pu respectivamente.

Recordemos que denotamos por C.(X) el espacio de todas las funciones conti-
nuas con soporte compacto y por Cy(X) su cierre con respecto a la norma supremo.
Enunciamos a continuacion el teorema de representacion de Riesz.

Teorema 1.12 (Riesz). Sea X un espacio métrico l.c.s., supongamos que el funcional
L : [Co(X)]™ — R es aditivo y acotado, i.e. satisface las siguientes condiciones:

L(u+v) = L(u) + L(v), Yu,v e [Co(X)]™,
Y,
[ L]l = sup{L(u) : u € [Co(X)]™, |u] <1} < oo.

Entonces, existe una unica medida de Radon finita p en X que toma valores en R™
tal que:

L(u) —Z/ w; di, Yu € [Co(X)]™.
i=17X
Ademds, por la proposicion 1.11 se deduce que:

L] = [l (X).
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En el siguiente corolario se enuncia una versiéon local del teorema de Riesz cuya
demostraciéon es una consecuencia directa de la versién global.

Corolario 1.13. Sea X un espacio métrico l.c.s., supongamos que el funcional L :
[C.(X)]™ = R es lineal y continuo con respecto a la convergencia dada por la norma
supremo. Entonces, existe una unica medida de Radon p en X que toma valores en
R™ tal que:

L(u) = ;/XUZ du;, Yu e [C(X)|™.

El teorema de Riesz se puede enunciar diciendo que el dual del espacio de Banach
[Co(X)]™ es el espacio [M(X)]"™ de las medidas de Radon finitas en X que toman
valores en R™, bajo el emparejamiento:

(u, py = Z/ u; ;.
i=17X

La proposicion 1.11 nos dice que |u|(X) es la norma dual. Anélogamente, [M,.(X)]

se puede identificar con el dual de un espacio localmente convexo [C,(X)]"™. En con-

secuencia, distinguimos dos nociones de convergencia débil* de medidas de Radon.

m

Definicién 1.14 (Convergencia débil*). Sea pu € [Mioe(X)]™ y (1r) una sucesion de
medidas en [Mioe(X)]™, se dice que (up) converge localmente a p en sentido débil*
4.

lim uduh:/ udpy,
h—o0 X X

para cualquier w € [CL.(X)]™. Si u y los up son ademds finitas, se dice que (up)
converge a i en sentido débil* si:

lim uduh:/ udp,
X X

h—o0

para cualquier u € [Co(X)]™.

Recoremos que dado X un subconjunto de un espacio de Banach, se dice que una
aplicaciéon I : X — R es semicontinua inferiormente en X con respecto a la topologia
débil/débil* si para toda sucesion (up) C X convergente en sentido débil/débil* a
u € X se tiene que I(u) < liminf;_,o I(up). Andlogamente se dird que I es semicon-
tinua superiormente si lim supy,_, .. I(up) < I(u). Recordemos que por el teorema de
representacion de Riesz el espacio de las medidas de Radon finitas en X que toman
valores en R™ es un espacio de Banach. El siguiente teorema afirma que el espacio de
medidas de Radon finitas es compacto en la topologia débil*.

Teorema 1.15 (Compacidad débil*). Si (up) es una sucesion de medidas de Radon
finitas en el espacio métrico l.c.s. X con sup{|un|(X) : h € N} < 0o, entonces eziste
una subsucesion que converge en el sentido débil*. Ademds, la aplicacion p— |u|(X)
es semicontinua inferiormente con respecto a la convergencia débil*.
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Corolario 1.16. Sea (up) una sucesion de medidas de Radon en el espacio métrico
X les. tal que sup{|up|(K) : h € N} < oo para cualquier compacto K C X,
entonces existe una subsucesion que converge localmente en sentido débil*. Ademds,
para cada conjunto abierto A, la aplicacion u — |p|(A) es semicontinua inferiormente
con respecto a la convergencia local débil® .

En la siguiente proposicion se discute el comportamiento de la aplicacion pu — pu(E)
y p— [ fdp bajo la convergencia débil*.

Proposicion 1.17. Sea (up,) una sucesion de medidas de Radon en el espacio métrico
l.c.s. X que convergen localmente a p en sentido débil*. Entonces:

(a) Si las medidas pp, son positivas, entonces para cada funcion semicontinua infe-
riormente u : X — [0, 00] se tiene:

h’minf/ uduh>/ wdys,
h—o00 X X

y para cada funcion semicontinua superiormente v : X — [0,00) con soporte
compacto se tiene que:

h’msup/ vd,uhg/ vdpu.
h—oo JX X

(b) Si |un| converge localmente a \ en sentido débil*, entonces X > |u|. Ademds, si
E es un conjunto relativamente compacto p-medible tal que \(OF) = 0, entonces
un(E) — p(E) cuando h — oo. Por lo general se tiene que:

/ud,u: lim wdpp,
X h—o00 X

para cualquier funcidn sobre conjuntos de Borel acotada v : X — R con sopor-
te compacto tal que el conjunto de puntos de discontinuidad tiene medida cero
respecto de .

Introducimos las siguientes operaciones sobre las medidas. Estas operaciones de-
finen nuevas medidas, la primera de ellas, en conexién con el orden natural entre
medidas positivas, define la mayor medida (respectivamente la menor) menor o igual
(respectivamente mayor) que todas las medidas de una familia de medidas positivas.

Definicién 1.18 (m.c.m. y m.c.d. de medidas). Sea (X,&) un espacio de medida y

(ha)aca unas medidas positivas definidas en este espacio. Definimos entonces para
cada E € E:

\/ to(E) = sup{ Z to(Eo) : Eq € E conjuntos disjuntos dos a dos, E = U E,
acA acA’ acA’

Y,

acA acA’ acA’

b

/\ o (E) = inf{ Z ta(Ey) : Eq € E conjuntos disjuntos dos a dos, E = U Ea},
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donde A’ toma como valores todos los posibles subconjuntos finitos o numerables de

A.

Es facil comprobar que \/,, pta ¥ A\, Ha son medidas positivas, y respectivamente
se corresponden con la medida més pequena de todas las mas grandes que sup,, fa
y con la medida méas grande de todas las medidas méas pequenas que inf, pq. Por lo
tanto, la clase de medidas positivas es un reticulo completo.

Nota 1.19. Supongamos que todas las medidas o en la definicion anterior son abso-
lutamente continuas con respecto a una medida fijada p, luego para cualquier o € A se
tiene po = fapt para funciones positivas f, adecuadas. Entonces, si A es un conjunto
numerable se tiene la igualdad \/,, po = (sup, fo)u.

Finalmente, hacemos un repaso de resultados fundamentales debidos al estudio de
las densidades de conjuntos en bolas de radio g centradas en x. Primero enunciamos
el teorema de diferenciaciéon de Besicovitch. Usaremos con frecuencia este teorema a
la hora de representar la derivada distribucional de una funcién de variacion acotada
restringida a conjuntos rectificables.

Teorema 1.20 (Teorema de diferenciacion de Besicovitch). Sea p una medida de
Radon positiva sobre un conjunto abierto Q@ C RN y v una medida vectorial de Radon
que toma valores en R™. Entonces, para casi todo x (respecto de la medida p) en el
soporte de u, se tiene que el limite:

. v(By(z))
(1.1) f(zx) = lim —=2—=
=0 pu(By())
existe en R™ y ademds la descomposicion de Radon-Nikodym de v es dada por v =
fu+v?, donde v° = vILE es la restriccion de v al conjunto E, siendo E es el conjunto
de medida cero respecto de p que verifica:
[v[(By())

E:(Q\supp,u)u{xesupp,u: Ll)lg(l)M:oo}.

El siguiente resultado es consecuencia directa del teorema anterior.

Corolario 1.21 (Puntos de Lebesgue). Sea p una medida de Radon sobre un conjunto
abierto @ C RN, f € LY(Q, ). Entonces, para casi todo x € Q2 respecto de la medida
u se tiene la sigutente igualdad:

1
ti s [ 5w - f@)ldu=o.
0=0 u(By(7)) JB, ()
Cualquier punto x € Q) donde la ecuacion anterior es cierta se llama punto de Lebes-
gue.

A menudo necesitaremos saber cuando una medida  es representable en términos
de la medida de Hausdorff, o por lo menos poder acotar la dimensiéon de Hausdorff de
un conjunto donde p esta concentrado. Con el objetivo de comparar la medida g con
H* la idea natural consiste en estudiar el ratio u(B,(x))/(wko®) cuando k — 0. Esto
motiva la siguiente definicion.
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Definiciéon 1.22 (Densidades k-dimensionales). Sea p una medida de Radon positiva
sobre un conjunto X C RN y k > 0. La densidad k-dimensionales superior e inferior
de p en x son respectivamente:

(By(2)

: L
O, z) =1 , Our(p,z) =1 f
5 (p, x) = lim sup k(1 x) iy in ok

0—0 W

Si O (1, ) = Ok (1, x) entonces al valor comin se denotard por O (p, ).

Usaremos esta notacién también para medidas de Radon vectoriales p con valores
en R™ solo cuando las densidades de cada una de sus componentes p; estén definidas,
i.e. el valor de la i-ésima componente de O (i, z) serd O (u;, x) para cualquier i =
1,...,m.

Anélogamente, para cualquier conjunto de Borel E C §2 definimos:

H*(E N By(x))
A )

H*(E N By(x))
k )

O3 (E,z) = limsup

O.,(E,z) = liminf
0—0 Wk 0

0—0 WE 0

y si la densidad superior e inferior coinciden denotamos al valor comun por O (E, x).
Esta claro que ©%(FE,z) = O (H¥LE,z) y que O.4(E,z) = O (HFLE, ).
Ahora vemos que la densidad superior ©7(u, ) puede utilizarse para acotar p

inferior y superiormente con respecto de H*.

Teorema 1.23. Sea Q C RN un conjunto abierto y pu una medida de Radon positiva
en Q. Entonces, para cada t € (0,00) y cualquier conjunto de Borel B C € se tienen
las siguientes implicaciones:

(1.2) Oi(p,x) >t, YreB = pu>tH" B,
(1.3) Of(u,z) <t, VreB = pu<2MHFLB.

Dos consecuencias tutiles del teorema anterior son:

(1.4) O35 (u, ) < 0o, para HF-casi todo z € B,
y también,
(1.5) BeB(X),u(B) =0 = Oy(u,z) =0, paraH"-casi todo = € B.

En efecto, para cualquier conjunto de Borel B CC {z € Q : ©}(u,x) = oo}, se tiene
la desigualdad p(B) > tH*(B) para cualquier t > 0, luego H*(B) = 0. Por la o-
subaditividad se prueba 1.4. Analogamente se demuestra 1.5.

1.3. Algunos resultados sobre convoluciones

En esta seccién recogemos las principales propiedades de la convolucién entre una
medida de Radon y una funcién. Al igual que se define la convolucién entre dos
funciones, se puede definir la convolucién entre funciones y medidas de Radon.
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Definicién 1.24 (Convolucion de una medida de Radon y una funcion). Sea p una
medida de Radon sobre un abierto Q C RN con walores en R™. Si f es una funcion
continua, llamamos convolucion entre f y p a la funcion:

poef@) = [ 1o = p)iny),
siempre y cuando la expresion tenga sentido.

Para la convolucién de funciones continuas con medidas se tiene el siguiente resul-
tado de convergencia:

Proposicién 1.25. Si (uy) es una sucesion de medidas de Radon en RN que conver-
gen localmente en RN a p en sentido débil* y f € C.(RN), entonces pup, * f — p* f
uniformemente en conjuntos compactos de RN .

La principal aplicacion de la definicién anterior es cuando se considera una funcién
N

f = pe con (pe)eso una familia de mollifiers que cumplen p(z) = e " p(x), con

p € C(R) que sastisface que p(x) > 0y p(—z) = p(x) para cualquier x, supp p C By

y p(x)dz = 1. Las convoluciones pu * p. siguen siendo funciones regulares y se
N

R
comportan bien respecto del limite de las medidas de conjuntos. Vemos que:

u*pe(ﬂf)Z/ﬂps(w—y)du(y)ZeN/Qp<x_y> ().

€

estd definido para cualquier x € €. donde )¢ es el conjunto de puntos z de € tales
que dist(x,00Q) > €.

El siguiente teorema enuncia como se comporta la operaciéon de convolucién con
mollifiers frente a la diferenciaciéon y la convergencia débil*.

Teorema 1.26. Sea Q C RN un conjunto abierto, pn = (p1,. .., fim) una medida de
Radon en Q y (pe)eso una familia de mollifiers. Entonces:

(a) Las funciones uxpe pertenecen a [C(2)]™ y V¥ (uxpe) = pxVpe para cualquier
a e NV,

(b) Las medidas pe = 1 * pe convergen a p en 0 en sentido débil* cuando ¢ — 0 y
ademds se verifica la siguiente cota:

[ (@) do < (1B,
E

para cualquier conjunto de Borel E C ().

(c) Las medidas |pe| convergen a |u| en Q en sentido débil* cuando € — 0.

Concluimos esta secciéon con la siguiente nota que serd de gran utilidad a la hora
de probar algunas propiedades de las funciones de variacién acotada.
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Nota 1.27. Usando Fubini y la simetria del kernel p es fdcil ver que:

(1.6) [ wspods = [ wepodn

siv € LY(Q) y o bien p estd concentrado en Qe o bien v =0 en casi todo punto fuera
de €.

1.4. Medidas tangentes y conjuntos rectificables

En esta seccién enunciaremos las nociones de conjunto y medida rectificable, para
posteriormente introducir las nociones de medida tangente y de espacio de tangente
aproximado. Finalmente, daremos algunos resultados respecto de la representacion de
las medidas de Radon sobre conjuntos rectificables y veremos la nocién de espacio
tangente aproximado a un conjunto.

En esta seccion supondremos que k € [0, N] es un entero. Si F es una conjunto
HF-medible con H*(E) < oo, en los casos extremos k = 0,k = N, sabemos que la
densidad ©(F, z) existe y coincide con xg(z) en casi todo punto x € RY respecto de
la medida H*. Por otro lado, si 0 < k < N, el teorema 1.23 solo nos permite concluir:

(1.7) Ok(E,z) =0, parac.t.p.z € RY\ E respecto de HF,

(1.8) 27k < O (F,z) <1, parac.t.p.z € Erespecto de HE.

En efecto, la ecuacion 1.7 se sigue del resultado 1.5 tomando u = HFLE. La co-
ta inferior que proporciona la ecuacion 1.8 se sigue de que u(B;) < 2Ftu(B;) con
By = {z € E: ©}(E,x) <t},t < 2% Anilogamente se obtiene la cota superior.
El teorema 1.23 no proporciona una cota inferior para O.(E, x), luego no se tiene
informacion sobre la existencia de O (E, z) en E. Esta y otras propiedades estan rela-
cionadas con un nocién débil de regularidad de E conocida como H¥-rectificabilidad.

Definicién 1.28 (Conjuntos rectificables). Sea E C RN un conjunto H*-medible.
Se dice que E es numerablemente k-rectificable si existe una cantidad numerable de
funciones Lipschitz f; : R¥ — RN tal que se tiene:

EcC [j fi(RF).
=0

Se dird que E es numerablemente H*-rectificable si existe una cantidad numerable de
funciones Lipschitz f; : R¥ — RN tal que se tiene:

HE (E\ fj fi(Rk)> =0.
1=0

Finalmente, se dird que E es H*-rectificable si E es numerablemente H*-rectificable
y HF(E) < 0.
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También introducimos la clase de medidas k-rectificables.

Definicién 1.29 (Medidas rectificables). Sea u la medida de Radon sobre RN que
toma wvalores en R™. Se dice que u es k-rectificabe si existe un conjunto S que es
HF* -rectificable y una funcion 6 : S — R™ tal que p = OHFLS.

A continuacién estudiamos las medidas desde un punto de vista local. En efecto
estamos interesados en el comportamiento asintético de una medida p cerca de un
punto x de su soporte. Esto conlleva a la introduccién de las medidas rescaladas:

fa,o(B) = p(x + oB),

en un entorno de x y al analisis de estas medidas normalizadas adecuadamente cuando
o— 0.

Definiciéon 1.30 (Medidas tangentes). Se denotard por Tan(u, x) el conjunto de todas
las medidas finitas de Radon v en B1 que son limite débil® de:

1
(1.9) ——flzg;; COM, Czp = |p|(By(x)),

vagi

para alguna sucesion infinitesimal (9;) C (0,00). A los elementos de Tan(u,x) se le
llamard medidas tangentes de u en x.

La normalizacién en 1.9 es conveniente ya que:

ol (B1) = - l(Byl@) =1, Vo € (0, dist(r, 00).

x?y x?Q

Entonces por el teorema 1.15, el conjunto T'an(u,z) es no vacio. Gracias a la semi-
continuidad inferior de pu — |u|(B1) con respecto a la convergencia débil* en Bj se
observa que:

lv|(B1) <1, Vv e Tan(u,x).

El siguiente resultado asegura que T'an(u,x) contiene medidas no-cero en casi todo
punto de §2 respecto de la medida pu.

Teorema 1.31. Si p es una medida positiva en ) entonces para casi todo x respecto
de la medida p se tiene que para cualquier t € (0,1) existe un v € Tan(u,x) tal que
v(By) > tN.

Se puede extender el analisis anterior a medidas con valores en R™ y ver que
para casi todo x respecto de |u| cualquier medida tangente de p en x es un multiplo
constante de una medida positiva. Es decir, si f es la funciéon con valores en S™!
originada de la descomposicion polar de p = f|ul, entonces T'an(u,x) consiste en
todas las medidas con la forma f(z)o, donde o € Tan(|ul, ).



12 Introduccién y preliminares

Teorema 1.32. Sea p una medida de Radon que toma valores en R™ en ) y sea
w= flu| su descomposicion polar. Para cualquier punto x de Lebesque de f respecto
de la medida 1 se tiene la siguiente propiedad:

Haz,0; ’M’x,gi

v=lim —= € Tan(p,zr) < |v|= lim —=,
1—=00 Cy o, 100 Cg o,

yv = f(x)|v|. En particular:

Tan(u,x) = f(2)Tan(|ul,z).

Para concluir damos unos resultados sobre las propiedades de la densidad de las
medidas k-rectificables. Con el objetivo de estudiar el comportamiento de una medida
de Radon p en €2 alrededor de z, al igual que hicimos antes, consideramos las medidas
rescaladas:

Q—z
fiz,o(B) = p(z + ¢B), BeBRY),BC 7

y estudiamos en este caso el comportamiento de p=* fte,o cuando o — 0. A diferencia
de la vez anterior, esta vez la constante de normalizacion p~* esté fija pues estamos
interesados en comparar p con H*. Denotaremos por Gy, el espacio métrico compacto
de los k-planos (es decir, planos de dimension k) no orientados en RY.

Definiciéon 1.33 (Espacio de tangente aproximada a una medida). Sea p una medida
de Radon sobre un conjunto abierto Q C RN que toma valores en R™ y x € Q. Se dice
que [ tiene espacio de tangente aprorimada w € Gy con multiplicidad § € R™ en x,
y escribimos:

Tan®(u,z) = OHF L,
st g*kum, converge localmente a OH L7 en RY en sentido débil* cuando o — 0.

En el siguiente teorema enunciamos las propiedades elementales de Tan®(y, ).

Teorema 1.34. Sea p una medida de Radon en RN que toma wvalores en R™, y
supongamos que |u|(By(z))/0* es acotada cuando o — 0. Entonces:

(a) v = Tan*(u,z) si y solo si cualquier limite local en RY de puy,,/0F en sentido
débil* coincide con v para alguna sucesion infinitesimal (g;) C (0,00).

(b) Si p = flu| v z es un punto de Lebesque de f relativo a |u|, entonces v =
Tan®(u, ) si y solo si |v| = Tan*(|u|,z).

La rectificabilidad de conjuntos y medidas se puede caracterizar mediante la exis-
tencia de la densidad como puede verse para R? en [20, 21] . Sin embargo para dimen-
siones mayores que dos las pruebas son por lo general muy complicadas (véase [22]).
Sin embargo, el siguiente teorema proporciona una caracterizaciéon mas simple basada
en la existencia de espacios tangentes aproximados. La demostraciéon que no daremos
por estar fuera de los objetivos del trabajo es asequible y se basa en el resultado (b)
del teorema anterior.
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Teorema 1.35 (Criterio de rectificabilidad para medidas). Sea p una medida positiva
de Radon en un conjunto abierto Q C RN,

(a) Si p = OHFLS y S es numerablemente H*-rectificable, entonces p admite un
espacio tangente aprozimado con multiplicidad 6(x) para casi todo punto x € S
respecto de la medida H*. En particular, 0(x) € O (u, z) para casi todo x € S con
respecto a la medida H".

(b) Si p estd concentrada en un conjunto de Borel S y admite un espacio tangente
aprozimado con multiplicidad 6(x) > 0 para casi todo x € S respecto de la medida
u, entonces S es numerablemente k-rectificable y p = 0H*LS. En particular,

ITan®(u, ) para casi todo x € Q = p es k-rectificable.

En la siguiente proposicion senalaremos una propiedad de localidad de los espacios
tangentes aproximados.

Proposicién 1.36 (Localidad de Tan®(u,x)). Sea p; = 0;H*LS;, i = 1,2, una
medida positiva k-rectificable y m; un espacio tangente aproximado a p;, definido para
casi todo © € S; respecto de H*. Entonces:

(1.10) m1(x) = ma(z), para c.t.p. x € Sy N Sy respecto deHF.

Si consideramos en la proposicién anterior que S7 = Se entonces concluimos que
por lo general el espacio tangente aproximado a §H*L S no depende de 6 pero solo de
S. La propiedad de localidad 1.10 sugiere la posibilidad de definir un espacio tangente
aproximado Tan*(S, ) a conjuntos S numerablemente H*-rectificables.

Definicién 1.37 (Espacio tangente aproximado a un conjunto). Sea S C RY un
congunto H*-rectificable y sea (S;) una particion de S en conjuntos H*-rectificables. Se
define Tan®*(S,z) como el espacio tangente aproximado a H*_S; en x para cualquier
x € S; donde este ultimo esté definido.

Se observa que la medida Tan®(p, ) esta univocamente definida en cualquier pun-
to = donde existe, y de esta medida, tanto el espacio tangente aproximado como la
multiplicidad en x se pueden recuperar. Sin embargo, la definicién de espacio tangente
aproximado a un conjunto esta bien planteada (es decir, es independiente de la par-
ticion (S;) escogida) tinicamente si entendemos T'an*(S, ) como una aplicacion que
manda S a la H* clase de equivalencia en Gg. En efecto, por la ecuacion 1.10, dos
particiones diferentes producen aplicaciones del espacio tangente de un conjunto que
coinciden en casi todo punto #* en S y que satisfacen la propiedad de localidad:

(1.11) Tank (S, x) = Tan®(S',x), parac.t.p.z €SN S respecto de H¥,

para cualquier par de conjuntos S, S’ HF*-rectificables y con la propiedad de consis-
tencia:

(1.12)  supp [Tank(QHkLS, :U)] = Tan®(S,z), para c.t.p. z € Srespecto de H¥,

para cualquier funcion sobre conjuntos de Borel 6 : S — (0,00) localmente sumable
con respecto a HFLS.






CAPITULO 2

Funciones de variacion acotada

En este capitulo se abordan las funciones de variacién acotada y los conjuntos de
perimetro finito. El objetivo es introducir los resultados necesarios sobre funciones de
variacion acotada que se usaran posteriormente en la demostraciéon de los teoremas de
cierre y compacidad del espacio de funciones especiales de variacion acotada (capitulo
3). Como veremos en el capitulo 4, las funciones especiales de variacién acotada son
el marco adecuado para los problemas variacionales en los que estamos interesados.

En la primera seccién de este capitulo se introduciré el espacio de funciones de
variacion acotada. Veremos las dos principales caracterizaciones de este espacio: fun-
ciones cuya derivada distribucional es una medida o funciones que aparecen como
limite en L'() de sucesiones de funciones acotadas en W11(€). Veremos también
que el espacio BV es un espacio de Banach en el que se puede definir dos tipos de
convergencias: una convergencia débil* y una convergencia estricta. Finalmente, proba-
remos un resultado de compacidad en BV respecto de la convergencia débil* definida
antes. En la segunda secciéon se abarcaré el caso particular de funciones de variacion
acotada en una variable. En una dimension las propiedades de esta clase de funciones
se pueden estudiar con herramientas elementales de la teoria de la medida. La sec-
cién estd enfocada en encontrar “buenos” representantes en la clase de equivalencia
a la que pertenece una funcion BV. Es decir, buscaremos representantes que posean
propiedades 6ptimas de continuidad y diferenciabilidad. En esta segunda seccién se
observaran en una variable muchas de las propiedades que poseen a su vez la funciones
de variacién acotada con dos o mas variable independientes. Ya en la tercera seccién
se estudiaran las propiedades basicas de los conjuntos de perimetro finito. Destacare-
mos las propiedades de compacidad y estabilidad de esta clase de conjuntos. También
veremos la conexion entre funciones de variacién acotada y conjuntos de perimetro
finito. Siguiendo las nociones y propiedades introducidas en la seccién anterior, en
la cuarta secciéon probaremos la desigualdad isoperimétrica, teorema de inmersién y
desigualdades del tipo Poincaré en el espacio BV. En la quinta seccién de este capi-
tulo, estudiaremos las propiedades de limite aproximado de las funciones de variacién
acotada empezando por las funciones caracteristicas de los conjuntos de perimetro fi-
nito. Para estas funciones probaremos que la derivada distribucional es representable
por integracion respecto de la medida de Hausdorff HV ! y que para casi todo punto
respecto de la medida HY ! la densidad N-dimensional del conjunto seré, 0,1 /2 0
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1. Con el objetivo de extender a dimensiones mayores las propiedades enunciadas en
la segunda seccién definiremos en la seccion sexta las nociones de limite aproximado,
salto aproximado y de diferenciabilidad aproximada. Ya en el séptimo apartado del
capitulo estudiaremos propiedades sobre la existencia de limite aproximado, rectifica-
bilidad o la relaciéon entre punto de discontinuidad aproximado y punto de salto. En
la seccién octava veremos algunos resultados de descomposiciéon del espacio BV y la
existencia de trazas en la frontera del dominio. Para finalizar, en la novena seccién
estudiaremos la de derivada distribucional de una funcion BV en varias variables, y
en la ultima seccién probaremos resultados del tipo regla de la cadena para funciones
BV.

2.1. El espacio de funciones de variacién acotada

A lo largo de este capitulo denotaremos por 2 un conjunto abierto arbitrario
en RY. Empezamos esta seccion con la definicion mas comtn de funcion BV ().
En el espacio Euclideo, las funciones BV (€2) se definen como funciones integrables
cuyas derivadas parciales débiles son medidas con signo de masa finita. Por lo tanto,
forman una clase de funciones mas general que las funciones del espacio Sobolev, cuyas
derivadas parciales débiles son funciones integrables.

Definicién 2.1. Sea u € LY(Q), se dice que u es una funcion de variacion acotada en
Q si la derivada distribucional de u es representable por una medida de Radon finita
en ), i.e. Si:

0
(2.1) u—¢ dx:—/gi)dDiu, Vo e CX(Q), i=1,...,N,
Q Li Q
para alguna medida Du = (Diu, ..., Dyu) en Q que toma valores en RN . El espacio

vectorial de todas las funciones de variacion acotada en Q0 se denota por BV (2).

Siguiendo un argumento de smoothing se demuestra que las férmulas de integraciéon
por partes 2.1 siguen siendo cierta para cualquier ¢ € C}(Q). Las formulas 2.1 siguen
siendo vélidas incluso si se consideran como funciones tests funciones Lipschitz con
soporte compacto en 2.

El sistema de ecuaciones de 2.1 se puede resusmir en una sola ecuacién

N
(2.2) / udivpdr = —Z/ @i dDsu, Vo € [CH)Y.
Q — Ja

En adelante consideramos funciones de variacion acotada vectoriales u € [BV ()] y
usaremos la misma notacién que para funciones de variacién acotada. En el caso de
una funcién u de variacién acotada vectorial, Du es una matriz m x N de medidas
D;u® en Q que satisface:

(2.3) /uo‘ggb d:c——/édDiua, Ve CHQ), i=1,...,N,a=1,...,m,
Q Q

T
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o equivalentemente:

m m N
(2.4) azl/gua div ¢%da = —ZZ/Q@@ dDyu®, V¢ e [CHQ)™.

a=11i=1

Se observa que W11(Q) esta contenido en BV (). En efecto para cualquier u €
WH(Q) su derivada distribucional es Vul£Y. La inclusién sin embargo es estricta,
basta observar que la derivada distribucional de la funciéon de Heaviside x (g ) es la
medida de Dirac dy. A continuaciéon enunciamos algunas propiedades sobre la derivada
distribucional que usaremos en el resto del capitulo.

Proposicién 2.2 (Propiedades de Du). Sea u € [BV},.(2)]™.

(a) Para cualquier funcion Lipschitz local ¢ : Q@ — R la funcion wip pertenece a
[BVioe ()™ y

D(utp) = YDu + (u® Vi) LY.

(b) Sea (pe)eso una familia de mollifiers como se definid en el capitulo 1. Si Qe =
{z € Q: dist(x,00) > €}, entonces

V(uxpe) = Dux*pe, enf.

(¢) Si Du =0, u es una constante en cualquier componente conexa de €.

Demostracion. (a) Claramente uip € L} (Q). Para cualquier p € C°(f2) y cada

loc
i=1,...,n,ycadaa=1,...,m, se tiene:

/uawapdx:/u"‘apwd:z—/uaawdxz—/pwdmu“‘/“aawpd:c,
Q ox; o Oz o Ox; Q o Oz

pues Yp € Lip.(Q).

(b) Para demostrar este apartado basta ver que el comportamiento de la derivada con
respecto a la convolucién y el teorema de Fubini dan:

/Q(u*pe)vwdx :/Qu(pe*w) di = / w0 % po) da

Q

:/(¢*p6)dDu: /(Du*pe)l/)dx, Vi € O (82).
Q Q

(c) Para cualquier e > 0 se tiene que uxp, € C°(2) y por (b), V(uxpe) = Duxpe = 0.
Luego u * p es constante para todo € > 0, como u * p. convergen a u en L'(Q)
cuando € tiende a 0, se tiene que u es constante en cualquier componente conexa

de Q.
O
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m
loc(Q)] .
La variacion de una funcién puede ser infinita pero en caso de ser finita se denominaré
de variacién acotada de acuerdo con la definicién 2.1.

Introducimos ahora el concepto de variacion V (u, ) de una funciéon u € [L]

Definicién 2.3 (Variacion). Sea u € [L}

eI, La variacion V(u, Q) de u en Q se
define como:

v<u,m:sup{2 / u® divi®dz ;o e [CHOI™, gl < 1}-
a=1 Q

Integrando por parte se ve que V(u,Q) = [,|Vuldz si u es continuamente dife-
renciable en €). Enumeramos otras propiedades de la variacién en la siguiente nota.

Nota 2.4 (Propiedades de la variacion). (a) (Semicontinuidad inferior) La aplicacion
u— V(u,Q) € [0,00] es semicontinua inferiormente en la topologia [Lj, ()™,
Basta obsevar que w — Y o' fQ u® div®dx es una aplicacion continua en la

topologia [L}. ()™ para cualquier eleccion de ¢ € [CL(Q)]™.

(b) (Aditividad) V(u, A) estd definido para cualquier conjunto abierto A C Q. Se
puede probar entonces que:

V(u, B) = inf{V(u, A) : B C A, Aabierto}, B € B(A),
extiende V (u,-) a una medida de Borel en A.

(¢) (Localidad) La aplicacion u +— V(u,A) es local, i.e. V(u,A) = V(v,A) si u
coincide con v en c.t.p. respecto de la medida de Lebesque LV en A C Q.

La siguiente proposicién, nos muestra que en caso de ser finita la variacion, los
conceptos de variacion y de variacion total de la derivada distribucional coinciden.

Proposiciéon 2.5 (Variacion de funciones BV). Sea u € [LY(Q)]™. Entonces u perte-
nece a [BV ()™ si y solo si V(u, Q) < co. Ademds V (u, Q) coincide con |Du|(2) para
cualquier u € [BV(Q)]"™ y u s |Du|(Q) es semicontinua inferiormente en [BV (Q)]™
respecto de la topologia [L}, ()™

Demostracion. Siu € [BV(Q)]"™ podemos estimar el supremo de V' (u, ) observando
que:

m N m
Z/uadivgoada::—ZZ/go?dDiua,
a=1 Q Q

i=1 a=1
para cualquier ¢ € [C1(Q)]™Y. Como en la definicion de V(u,€2) se requiere que
el < 1, por la proposicion 1.11 se tiene que V(u,Q2) < [Du|(2) < oc.

Por el contrario, si V(u,€)) < oo entonces por homogeneidad se tiene:

Z u® div ¢ dx Vo e [CLQ)]™.

a=1

< V(w, Q) el

oo !
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Como [CH(Q)]™ es denso en [Co(€2)]™, podemos encontrar un funcional lineal con-
tinuo L en [Co(92)]™V que coincide con:

m
@HZ/ u® div p“dzx,
a=1 Q

en [CHQ)™ y que satisface ||L]| < V(u,Q). Por el teorema de Riesz, existe una
medida de Radon finita y = (u$) con valores en R™ tal que ||L|| = |u|(2) y:

N m
Lip) =) Z/Qcp?du?, Vo € [Co()]™N.

i=1 a=1
Por la ecuaciéon 2.4 y la identidad:
m N m
Z/ u® div p*de = ZZ/ pdus, Vo e [CHQI™,
a=179 i=1 a=1"9
se obtiene que u € [BV ()™, Du = —p y ademés
[ Dul(2) = [ul(2) = [IL] <V (u, Q).

Finalmente, la semicontinuidad inferior de u — |Du|(2) se deduce directamente de la
nota (2.4a). O

Es facil ver que el espacio [BV(Q2)]"™ dotado de la norma:

(2.5) el gy = /Q fuldzz + | Dul (),

es un espacio de Banach. Se concluye rapidamente que si u € WH(Q) entonces
[Dul(€2) = [[Vul| 11 (q)- Con esta norma las funciones suaves no son densas en BV ()
pues WH1(Q) € BV(€). Sin embargo, las funciones [BV ()] se pueden aproximar
en la topologia de [L'(£2)]™ por funciones suaves cuyo gradiente es acotado en norma
(LA ()™

Nota 2.6. Se puede remplazar en la definicion dada de la norma en BV el término
| Dul|(Q2) por >~ |Du|(R). Es decir, adoptar la normal matricial |A|; =" |A%| para

matrices m x N con filas A', ..., A™. Por las desigualdades siquiente:
m

2. ix [Du®|(Q) < |Du|(2) < Du®|(Q

(2:6) 21, |a1(®) < 1Pu@) < S|P @),
-

se concluye que esta nueva norma es equivalente en [BV ()™ a la dada anterior-
mente. Sin embargo, como |- |, es una norma que no es estrictamente convexa surgen
numerosos problemas en demostraciones que incluyen argumentos de smoothing.

A continuacién enunciamos un lema que sera de gran utilidad a la hora de apro-
ximar las funciones BV en la norma [L(Q)]™.
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Proposicién 2.7. Sea u € [BV(Q)]™ y U CC Q tal que |Du|(0U) = 0. Entonces,
lim|Du|(U) = |Du|(U).
e—0

Demostracion. Por la semicontinuidad inferior de la variacion, se tiene que |Dul(U) <
lim.|Du,|(U). Por otro lado, denotando por U, la e-vecindad abierta de U, por el
apartado (b) del teorema 1.26 se deduce que:
lim sup|Du|(U) < lim sup|Du|(U,) = |Du|(U) = |Du|(U).
e—0

e—0

O

El resultado global de la proposiciéon anterior, es decir lim,_,o| Duc|(RY) = | Du|(RY),
también es cierto y la demostracion es analoga. Ahora vemos que para dominios ar-
bitrarios de €, la aproximacion por funciones suaves con gradiente acotado en L'
caracteriza a las funciones BV

Teorema 2.8 (Aproximacion por funciones suaves). Sea u € [L'(2)]™. Entonces
u € [BV ()™ si y solo si existe una sucesion (up) C [C®(Q)]" convergente a u en
[LY()]™ que satisface:

(2.7) L = lim /|Vuh| dx < oo.
h—o0 QO
Ademds la constante L en 2.7 es | Du|(2).

Demostracion. Probamos primero la implicacién izquierda. Supongamos que w se pue-
de aproximar en [L'(€)] por funciones suaves que satisfacen 2.7. Extrayendo quizés
una subsucesion, entonces por la compacidad débil* del espacio de medidas de Radon
finitas, se tiene que Vup LY converge en sentido débil* en Q a alguna medida u tal
que |p| < L. Tomando limite h — oo en la formula de integracién por partes se ve
que p = Du, es decir, u € [BV(Q2)]"™. En particular, |[Du|(2) = |u|(©2) < L.

La prueba de la implicacion derecha es analoga a la demostracion de que C*°(Q2) N
WLP(Q) es denso en W1P(Q) (véase teorema de Meyers-Serrin en [19]) remplazando
la norma de W1?(Q) por la norma de BV (). O

Nota 2.9. Siu es solamente localmente sumable en 2, andlogamente se puede obtener
una sucesion (up) C C*°() convergente a u en [L}, ()™ tal que V (up, Q) converge
aViu,Q).

Ahora introducimos la nocién de convergencia débil* y la convergencia estricta en
BV (). La primera es 1til por sus propiedades de compacidad mientras que la segunda
se usa para probar numerosas identidades en BV () mediante el uso de argumentos
de smoothing.

Definiciéon 2.10 (Convergencia débil*). Sea u,u; € [BV(Q)]". Se dice que (up)
converge débilmente* en [BV ()™ a u si (up) converge a u en [LY(Q)]™ y (Duy)
converge débilmente* a Du en §Q, i.e. :

lim /ngdDuh:/ngdDu, Vo € Co(Q).

h—o0
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Un criterio simple para la convergencia débil* se establece en la siguiente proposi-
ciom.

Proposicion 2.11. Sea (up) C [BV(Q)]™. Entonces (up) converge débilmente* a u
en [BV (Q)]™ si y solo si (up,) es acotada en [BV (Q)]™ y converge a u en [L*(Q)]™.

Demostracion. Supongamos que (up) esta acotado en BV y que converge en norma
L' a u, basta probar entonces que (Duy) converge débilmente* a Du en €. Por la
compacidad débil* de las medidas de Radon, (Duy) es débilmente* relativamente
compacto, por lo tanto basta probar que cualquier limite p = limy Duy ;) coincide
con Du. En efecto, tomando limites cuando k — oo en:

0 / .
uy dr = — | ¢dDu? ., Yo CHQ), i=1,...,N, a=1,...,m,
/Q h) D 0 h(k) (€2)

obtenemos que,

/uaa¢dx:—/¢du?‘, VoeClQ), i=1,...,N,a=1,...,m,
o Oz Q

como querfamos probar.

La implicaciéon opuesta se sigue del teorema de Banach-Steinhaus, puesto que la
convergencia débil* de medidas de Radon finitas en {2 se corresponde con convergencia

débil* en el dual de [Co(Q2)]™V. O

La convergencia estricta en el espacio de funciones de variacién acotada se define
como sigue.

Definicion 2.12 (Convergencia estricta). Sea u,up € [BV(Q)]"™. Se dice que (up)
converge estrictamente en [BV (Q)]™ a u si (up) converge a u en [L*(Q)]™ y | Duy|(2)
converge a |Du|(2) cuando h — cc.

Por el teorema 2.8 sabemos que para todo conjunto abierto 2 el espacio [C°°(£2)]™N
[BV(2)]™ es denso en el espacio [BV(2)]™ dotado de la topologia inducida por la
convergencia estricta. También sabemos por la proposiciéon 2.11 que la convergencia
estricta implica la convergencia débil*. Sin embargo el reciproco no es cierto, basta
considerar las funciones sin(hz)/h que convergen débilmente* en BV (0,27) a 0, pero
la convergencia no es estricta ya que |Duy|((0,27)) = 4 para cualquier h > 1.

En ocasiones se ha de extender una funcion v € [BV(Q)]™ a una funcion @ €
[BV(RM)]™. Esto permite deducir resultados globales en €2 de resultados locales en
RY. Es por ello, que introducimos a continuacion el concepto de extension de dominio.

Definicién 2.13 (Extension de dominio). Se dice que un conjunto abierto Q@ C R
es una extension de dominio si OS) estd acotada y si para todo conjunto abierto A D
Q vy para cualquier m > 1, existe un operador de extension, lineal y continuo T :
[BV(Q)]™ — [BV(RM)]™ que satisface:

(a) Tu=0 c.t.p. en RN\ A para cualquier u € [BV (Q)]"™,
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(b) |DTu|(0R2) = 0 para cualquier v € [BV ()™,

m

(c) para cualquier p € [0, 0] la restriccion de T a [WHP(Q)]™ induce una aplicacion

lineal continua entre este espacio y [W1P(RN)]™.

Para concluir esta seccion, estudiamos el teorema compacidad 2.15 para funciones
BV que sera de gran utilidad a la hora de trabajar con problemas variacionales. El
espacio de Sobolev W no posee semejante propiedad de compacidad y por lo tanto
esto justifica la introduccién de los espacios BV en el calculo de variaciones. Sin
embargo antes de probar este resultado necesitaremos el siguiente lema técnico.

Lema 2.14. Sea u € [BV ()] y K C Q un conjunto compacto. Entonces:
/ |u* pe —u|dx < €|Dul(2), Ve € (0,dist(K,00)),
K
para toda familia de mollifiers (pe)es=o como se definid en el capitulo anterior.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad por el teorema 2.8 suponemos que u €
[C1(2)]™. El lema se deduce rdpidamente al considerar la identidad:

1
u(x—ey)—u(x):—e/ (Vu(x —ety),yydt =€ K,y € By,
0

tomando normas a ambos lados, integrando y usando Fubini se obtiene la desigualdad:

1
/K]u(m — ety) — u()|dz < 6/0 /K\vu(x — ety)|dadt < e|Dul(9).

Multiplicando a ambos lados por p(y) e integrando:

[t pete) = atalde = | ( [ futa = ety) - u(m)p(y)dy> dz < | Dul(%).
O

Ya estamos en disposicion de demostrar la compacidad del espacio de funciones
BV respecto de la convergencia débil*.

Teorema 2.15 (Compacidad en BV). Cualquier sucesion (up) C [BVipe(2)]" que
satisface :

SHP{/ |up|dz + |Dup|(A) : h € N} < oo, VA CC Q abierto,
A

admite una subsucesion (up()) que converge en [Li, ()™ au € [BVjoe(Q)]™. SiQ es
una extension acotada del dominio y la sucesion estd acotada en [BV (Q)]™ entonces

u € [BV(Q)]™ y la subsucesion converge débilmente* a u.
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Demostracion. Sea € CC € un conjunto abierto. Por un argumento diagonal bas-
ta probar la existencia de una subsucesion (up()) que converge en [L'(€)]™ a una
funcion wu.

Sea & = dist(QY,09) > 0,U C Q una vecindad abierta 6/2 de Qy sea up e = up*pe.
Si e € (0,0/2) las funciones uy, . son suaves en Q' y satisfacen:

lunclley < lunllw 1odle - 1unclley < lunllz 19l

Por hipotesis sobre (uy), la sucesion (up,) es equiacotada y equicontinua para e fijo.
Esto significa que fijado un €, podemos encontrar una subsucesion de (up, ) convergente
en C(€Y). Por un argumento diagonal podemos encontrar una subsucesion (h(k)) tal
que (up(y),) converge en C (€Y') para cualquier € = 1/p, con p > 2/ entero. Aplicando
el lema anterior 2.14 vemos que:

lim sup /Qlluh(k) — uh(kz)|d:p < limsup /S;/‘uh(k),l/p — uh(k/)71/p|dx

kK —oc0 kK —o00

2
| dz < = sup|Duy|(U).
P heN

+ lim sup / [leaniiy = wngey, /ol + [ungey1p = uniie)
k,k'— o0 /

Eligiendo un p arbitrariamente grande y como L'(£Y’) es un espacio de Banach, esto

prueba que (up(x)) converge en L' (QY).

Finalmente, probamos la dltima parte del teorema. Si suponemos que €2 es una
extension acotada de dominio, podemos aplicar la primera parte del teorema a la ex-
tension Tuy, € [BV (RN)]™ para obtener la convergencia de una subsucesion (Tup) )
a una funcién u € [BV(RY)]™ en [LL (RY)]™. En particular, (up(r)) converge a u en
[LY(Q)]™ y u € [BV(2)]™ por la proposicién 2.11. La convergencia débil se sigue de

la proposiciéon 2.11. O

2.2. Funciones BV en una variable

En esta secciéon examinaremos el comportamiento puntual de las funciones de va-
riacién acotada en una variable. Para ello primero definiremos la variaciéon puntual y
veremos que en cada clase de equivalencia existe un representante con buenas propie-
dades de continuidad y diferenciabilidad. También estudiaremos la estructura de la
derivada distribucional. Los resultados de esta seccién nos permitiran hacernos una
idea de la estructura de las funciones de variaciéon acotada en varias variables ya que
muchos conceptos y resultados se adaptan facilmente al caso general.

Empezamos definiendo la variacién puntual de una funcién de variacion acotada
en una variable.

Definicién 2.16 (Variacion puntual). Sea a,b € R con a < b y I = (a,b). Para
cualquier funcion u : I — R™ se define la variacion puntual pV(u,I) de u en I
como:

n—1

pV(u,I) = SHP{Z\U(UH) — u(ti)

=1

Tn > 2, a<t1<~-<tn<b}.



24 Funciones de variacién acotada

Si Q C R es un abierto, se define la variacion puntual pV (u, ) por > ;pV(u,I),
donde la suma es sobre cada una de las componentes conexas de 2.

Al tratarse del supremo de un funcional continuo la aplicacion u — pV(u,I) es
semincontinua inferiormente con respecto a la convergencia puntal en 1. Por aditividad
pV (u, Q) también es semicontinua inferiormente para cualquier conjunto abierto @ C
R.

Nota 2.17. (a) Se sigue directamente de la definicion que cualquier funcién u con
variacion puntual finita en un intervalo I C R estd acotada, pues sus oscilaciones
se pueden estimar gracias a pV (u,I). Cualquier funcion u con valores reales en
I = (a,b) que ademds estd acotada, tienes variacion puntual finita, y esta es igual
a la oscilacion |u(b-) — u(ay)|.

(b) Recordamos que un resultado clasico debido a Jordan es que las funciones de
variacion acotada en un intervalo se pueden representar como la diferencia de dos
funciones mondtonas acotadas. Para cualquier entero h > 1, denotamos por {xf}
una coleccion posiblemente infinita de puntos tales que:

xlinh:a, zh =, 0<m?+1—:v?§

1
= Vi€ ZN [y +1,my —2),

h h ;s
conzl, 1 layaxy, 1 1b, entonces la representacion de las componentes de u
como diferencia de dos funciones mondtonas acotadas implica que las funciones

escalon:
nhfl

(2.8) up(t) = Z u(y )X gt at, 1 (1),
1=—Np

1

LAD)™ a u cuando h — oo para cualquier eleccion de yl €

convergen en [L
(x?vz?Jrl)'

Es evidente que la variacion puntual pV (u, 2) es sensible ante modificaciones pun-
tuales de valores de u. Esto sugiere la necesidad de definir el concepto de variacion
esencial eV (u,(2) en el que se busca minimizar la variacion puntual en la clase de
equivalencia.

Definiciéon 2.18 (Variacion esencial). Sea @ C R un abierto. Para cualquier funcion
u: I — R se define la variacion esencial de u en Q como:

(2.9) eV (u,Q) = if{pV(v,Q) : v=1u Ll-c.tp. en Q}.

Se observa que en el caso de que la funcién sea integrable localmente entonces la
variacion esencial coincide con la nocién de variacién vista en la seccién anterior.

Teorema 2.19. Para cualquier u € [L}, (Q)]™ el infimo en 2.9 se alcanza y la varia-

cion V(u, ) coincide con la variacion esencial eV (u,$2).
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Demostracion. Suponemos primero que 2 = I = (a,b) es un intervalo. Probamos
entonces la desigualdad V' (u, ) < eV (u,I). Por la definicién de la variacion esencial,
hay que probar que V (u,I) < pV (v, I) para cualquier v en la clase de equivalencia de
u. Para h > 1, sean vy, unas funciones escalén como en 2.8, luego:

np—1

Vi, 1) = Y |o(yly) — vyl < pV (v, ).

i=—np

Suponiendo sin pérdida de generalidad que pV (v, I) es finita, podemos pasar al li-
mite haciendo tender h — oo y por la semicontinuidad inferior de la variacién en la
topologfa [Li (I)]™ obtener:

V(u, I) =V (v,I) < h'hmian(vh,I) < pV(v,I).
—00

Ahora probamos la desigualdad opuesta eV (u, I) < V(u,I). Por ello, no es restrictivo
suponer que V (u,I) < oo, luego por la proposicion 2.5, u € [BV,(I)]" v |Du|(J) =
V(u, I) para cualquier J CC I. Como Du es una medida de Radon en I y:

sup |Du|(J) = sup V(u,I) =V (u,I) < oo,

Jccl Jccl
por la nota 1.10 se puede extender a una medida de Radon finita en I que satisfaga
|Du|(I) = V(u,I). Sea = Du, w(t) = u((a,t)), por Fubini se obtiene que Dw = p;
como consecuencia la proposicion 2.2(c) proporciona un ¢ € R™ tal que u(t) —w(t) = ¢
para casi todo t € I respecto de la medida £, y esto prueba que w + ¢ pertenecen a
la clase de equivalencia de u. Ahora observamos que:

n—1 n—1 n—1
S holtisn) — wit) = Sl ([t i) < Sl 1)) < (D),
i=1 =1 =1

para cualquier coleccién de puntos t1 < --- < t,, en I. En particular:
eV (u, I) < pV (w+ e, I) = pV (w, 1) < |ul(I) = V(u, 1).

Y vemos que como consecuencia de la demostraciéon w + ¢ es un minimizador en 2.9.
Finalmente, si {2 es un conjunto abierto, se observa que eV (u,Q) = >, eV (u, I) pues
Q) tiene como mucho una cantidad numerable de componentes conexas. Luego, por

aditividad, V' (u, ) y eV (u, Q) coinciden. O

Si u € [BV(Q)]™, por la proposicion 2.5 sabemos que V(u, ) = |Du|(Q2) < oo.
Como V(u,Q) = eV (u,2), entonces existe una funcion u en la clase de equivalencia
de u tal que:

(2.10) pV(u,Q) = eV (u, Q) = V(u, Q).

Cualquier representante de u con esta propiedad se dird que es un buen representante.
Fl siguiente teorema proporciona las caracteristicas y propiedades principales de los
buenos representantes.
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Teorema 2.20 (Buenos representantes). Sea I = (a,b) C R un intervalo y sea u €
[BV(I)]™. Denotemos por A el conjunto de dtomos de Du, i.e. t € A si y solo si
Du({t}) # 0. Entonces las siguientes afirmaciones son ciertas:

(a) Eziste un unico ¢ € R™ tal que:
u'(t) = ¢+ Du((a, 1)), u'(t)=c+ Du((a,t]), teT,

son buenos representantes de u. Cualquier otra funcion w : I — R™ es un buen
representante de u st y solo si:

(2.11) u(t) € {0ul(t)+ (1 —O)u"(t) : 0€[0,1]}, Vtel.

(b) Cualquier buen representante U es continuo en I\ A y tiene una discontinuidad
de tipo salto en cualquier punto de A:

a(t_) =ul(t) =u"(t ), a(ty) =ul(ty)=u"(t), Vte A

Demostracion. (a) Se ha visto en la demostracion del teorema anterior que la funcion
ul es un buen representante de u, para algin ¢ € R™. Analogamente se prueba

que u” es un buen representante.

Para probar que cualquier funcién % que satisface 2.11 es un buen representante
y viceversa, primero acotamos la variacion de @ por la variacion de u! y la dife-
rencia de entre u'y u”. Con esto se prueba la implicacion derecha. Para probar la
otra implicacién se basta observa que pV (@, -) es superaditiva y regular. Para la
demostracion completa véase teorema 3.28 de [6].

(b) El resultado del apartado (b) es consecuencia directa de (a). En efecto por de-
finicion, u! y «” son continuos y coinciden en cualquier punto de I \ A. Por la
ecuacion 2.11 cualquier otro buen representante tiene las mismas caracteristicas.
Por esta razom, el limite izquierdo y derecho de un buen representante coincide
con el de u!, u" respectivamente.

O

Por lo general, cualquier medida p sobre un conjunto abierto 2 C R se puede des-
componer en tres partes, una parte absolutamente continua p®, una parte puramente
atomica 7, y una parte difusiva (i.e. sin &tomos) u¢. Para obtener esta descomposi-
cibn vemos primero que gracias al teorema de Radon-Nikodym-Lebesgue la medida p
se divide en una parte absolutamente continua p® y una parte singular p®. Al igual
que antes denotamos por A al conjunto de atomos de . Si se definen p?/ = pL Ay
u = pf(Q2\ A) obtenemos entonces la descomposicion siguiente:

(2.12) po= 4t = 4+
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Esta descomposicién es tinica y como las medidas p®, 47, ;€ son mutuamente singulares
se tiene que [u| = |p| + 1| + .

De acuerdo con la descomposicion anterior, se dird que u € BV (€2) es una funcion
salto si Du = DJu, i.e. si Du es una medida puramente atémica. Si Du = DCu,
i.e. si Du es una medida singular sin 4tomos, entonces en este caso se dird que u
es una funcién Cantor. Por lo tanto, por 2.12 deducimos el siguiente resultado de
representacion para funciones BV en un intervalo.

Corolario 2.21 (Descomposicion de funciones BV'). Sea Q = (a,b) C R un intervalo
acotado. Entonces, cualquier funcion u € [BV(Q)]™ se puede representar como la
suma u® + v + u¢, donde u® € [WhHL(Q)|™, w! es una funcion salto y u¢ es una
funcion Cantor. Las tres funciones estan unicamente determinadas salvo la suma de
una constante y se tiene:

| Dul(Q) = [ D*ul(Q) + [D7ul(Q) + [ D°ul ().

2.3. Conjuntos de perimetro finito

En esta seccion estudiaremos un tipo de funciones de variacién acotada que son las
funciones caracteristicas de los conjuntos de perimetro finito. Reformularemos muchas
de las definiciones y resultados introducidos en la seccién 2.1 para este caso particular
de funciones variacion acotada.

Comenzamos dando la definicién de conjunto de perimetro finito.
Definicién 2.22 (Conjunto de perimetro finito). Sea £ C RY wun conjunto LV -

medible. Se define el perimetro del conjunto E en Q como la variacion de xg en €0,
i.€.

(2.13) P(E,Q) = sup{/Edivwd:E e [CHOIN, el < 1}.

Se dice que E es un conjunto de perimetro finito en 2 si P (F,Q) < co.

Nota 2.23. (a) La clase de conjuntos de perimetro finito en Q incluye todos los con-
juntos E con frontera C* en Q tales que HN"H(Q N OE) < co. En efecto, sea E
un conjunto con frontera C en Q, por el teorema de Gauss-Green se tiene que:

(2.14) / divepdr = —/ (vg, @) dHN Y, Vo e [cH))Y,
E QNOE

donde vg es la normal interior unitaria. Usando la formula anterior el supremo de
2.13 se puede calcular facilmente y resulta ser iqual a P (E,Q) = HN"1(QNOE).

La teoria de los conjuntos de perimetro finito estd estrechamente ligada con la
teorfa de las funciones BV. Por ejemplo, si |[E N Q| < oo entonces xg € L'(Q)
y concluimos por la proposiciéon 2.5 que E tiene perimetro finito en €2 si y solo si
XE € BV(Q) y en este caso P (E,Q) coincide con |Dxg|(f2), la variaciéon total en
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Q de la derivada distribucional de xg. Por lo general solo se puede asegurar que la
funcion caracteristica de un conjunto de perimetro finito en € pertenece BVj,.(£2). Por
otro lado, si xg € BV,(f2) entonces E tiene perimetro finito en cualquier conjunto
abierto € CC Q. En este caso se dice que E es un conjunto localmente de perimetro
finito en .

Teorema 2.24. Para cualquier conjunto E de perimetro finito en Q la derivada distri-
bucional Dy es una medida de Radon finita en 0 que toma valores en RN . Ademds,
P(E,Q) = |Dxg|(R) y se tiene la siguiente generalizacion de la formula de Gauss-
Green:

(2.15) [ dvodo =~ [ weprdbuel veeCl@),
E Q
donde Dxg = vg|Dxg| es la descomposicion polar de DxE.

Demostracion. Como xg € L}OC(Q) y el perimetro es una funcién creciente de €2, por
la proposicion 2.5 se obtiene que xg € BVjy(€2). Como:
|Dxel|(A) = P(E,A) < P(E,Q), VA CC Qabierto,

por la nota 1.10 se concluye que Dxg es una medida de Radon finita en (2. O
Como P (E,Q) = V(xg, ) se deducen las siguentes propiedades del perimetro:
localidad, semicontinuidad inferior con respecto al conjunto F y aditividad en €.

Proposicion 2.25 (Propiedades del perimetro). (a) La aplicacion Q — P (E,Q) es
la restriccion a los conjuntos abiertos de una medida de Borel en RN .

(b) E — P(E,Q) es semicontinua inferiormente con respecto a la convergencia en

medida €.
(¢) Ew— P(E,Q) eslocal, i.e. P(E,Q) =P (F,Q) cuando |QN (EAF)| =0.
(d) P(E,Q)=P(R\ E,Q) y se tiene:
P(EUF,Q)+P(ENF,Q) < P(E,Q)+ P (F,Q).

Demostracion. Todas las propiedades salvo (d) son consecuencia directa de la iden-
tificacion del perfmetro con la variaciéon. Por la nota 2.9 y truncado podemos encon-
trar sucesiones (uy), (vy) en C™ que convergen a xg y a xp en L} (Q) y tales que
0 <up,vp <1y que:

lim /\Vuh|d:n:P(E,Q), lim /\Vvh\d:v:P(F,Q).
Q h—oo Jq

h—o0

Por la convergencia de (upvp,) a Xgnr y la convergencia de (up, + vy, — unvn) a Xgur,
tomando limite h — oo, obtenemos la siguiente desigualdad:

/|V(uhvh)]da€+/|V(uhvh—uhvh)|d:c</|Vuh|dw+/\Vvh\d:U.
Q Q Q Q
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El teorema de compacidad 2.15 aplicado a funciones caracteristicas nos muestra
que la familia de conjuntos con perimetro localmente equiacotados son relativamente
compactos con respecto a la convergencia local en medida.

Teorema 2.26. Cualquier sucesion de conjuntos (Ep) medibles con respecto a la me-
dida LN tal que:

sup{P (En,A) : he N} <oo, VA CC Q abierto,

admite una subsucesion (Eyy)) localmente convergente en medida en €. Si [Q| < oo
la subsucesion converge en medida en €.

Ya estamos en disposiciéon de probar el teorema fundamental de esta seccion. La
féormula de la coédrea para funciones Lipschitz tiene una versién débil en el espacio
BV, probada por W.H. Fleming y R. Rishel en [23], en la cual se remplaza [,|Vuldz
por V(u,Q) y las medidas de Hausdorff de los conjuntos de nivel por el perimetro de
los conjuntos de supernivel de wu.

Teorema 2.27 (Formula de la coarea en BV'). Para cualquier conjunto abierto 2 C
RN yue L (Q) se tiene:

loc

(2.16) V(u,Q) = /OO P({xeQ: u(x) >t} Q)dt.

—00

Demostracion. Como la afirmacién es invariante bajo modificaciones de v en conjuntos
de medida cero respecto de £V podemos suponer sin pérdida de generalidad que
u es una funcion sobre conjuntos de Borel. Denotamos por E;(v) los conjuntos de
supernivel {v > t} de una funcién genérica v. Probamos primero el resultado para
funciones u € C*°(Q2). Por la formula de la coarea para funciones Lipschitz sabemos
que 2.16 es verdad para cualquier funcion v € C*°(2). En efecto, denotamos por E el
conjunto de puntos donde Vu es cero entonces por el teorema de Sard sabemos que
ENu~1(t) = 0 para casi todo t € R. Para estos valores de ¢ se tiene que la frontera
topolégica OE; = u~1(t) es suave y por lo tanto:

HN L Qnu () = HY TN QN OE) = P(E, Q).

Luego:

/\Vu|dx:/ P (E;, Q) dt.
Q

—00

Sea ahora u € BV (). Probamos primero la desigualdad > en 2.16. Sin pérdida de
generalidad suponemos que V' (u,2) < co. Por regularidad interior del perimetro po-
demos suponer que u € L'(Q). Luego por la proposicién 2.5 sabemos que u € BV (Q)
y |Du|(2) = V(u, Q). Considerando una sucesion (up) C C°°(£2) que converge estric-
tamente a u en BV (€2). Si (u)) es cualquier subsucesion convergente en casi todas

partes a u entonces x Et(up ) CONVErge en casi todas partes a XE,(u) Para cualquier
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t tal que {u = t} es un conjunto de medida cero respecto de £V. Por tanto, por la
semicontinuidad inferior del perimetro:

— 00 oo k—oo

< Tn _ _ ‘
< lim 1nf/ P (Ey (upy) , ) dt klin;o|Duh(k)|(Q) | Dul(£2)

k—oo J_

Probamos ahora la desigualdad < en 2.16. Para ello recordamos que v(z) = fooo X E:(v) (x)dt
para cualquier funcién de Borel v : 2 — R y esto proporciona la identidad:

00 0
(2.17) u(z) = /O Xy ()7t — / (1 - xpyw)(@)dt, Ve Q.

—00

Luego para cualquier ¢ € [C1(Q)]" con |¢||,, < 1, usamos el hecho que la integral
de div ¢ es cero para obtener:

/Q u(z) div o (z)dz = /Q /_ Z Ny () div o) dbde
_ /_ Z /Q X (@) div () dedt < /_ ZP(Et(u),Q)dt.

Como ¢ es arbitrario, la desigualdad < se sigue inmediatamente de la definicién de
variacion. ]

Corolario 2.28. Para cualquier abierto Q C RY, siu € BV (Q) entonces el conjunto
{u >t} tiene perimetro finito en Q2 en casi todas partes respecto de la medida L' y:

(2.18) DuB) = [ " |Dxpusy(B)dt, Du(B) = / " Dxpusy(B)t,

para cualquier conjunto de Borel B C €.

Demostracion. Sea u € BV (Q). Si definimos u(B) = [ _|Dxg,(w)|(B)dt, para cual-
quier conjunto de Borel B C (). Es directo ver que p es una medida de Borel positiva.
Como |Du| y p coinciden en subconjuntos abiertos de €2, concluimos que coinciden.

Para probar la segunda identidad de 2.18 usamos la identidad 2.17 junto con
Fubini:

/Q ¢dDu = — /Q w(z)Vé(z)dz

__ /Q < /O ) (x)dt) Vo(z)ds + /Q ( / (;(1 X (x))dt) Vo(x)dx
= [ ([ xwwvow) i~ [ ([ xsw@vowar) a
[ (o)

para cualquier funcion ¢ € C°(€2). Como ambos lados son medidas en €2 no solo
coinciden como distribuciones pero también como medidas. ]
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2.4. Teoremas de inmersion y desigualdades isoperimétri-
cas

En esta seccién estudiaremos como las oscilaciones en un sentido LP pueden ser
controladas gracias la derivada distribucional. Es decir, probaremos desigualdades
de tipo Poincaré. Para las funciones caracteristicas de los conjuntos de perimetro
finito F, las desigualdades tipo Poincaré nos dicen que en las bolas B,(z) en las que
P(E, By(x)) < oV~ se tiene en el limite la siguiente dicotomfa: O bien la interseccion
ENB,(z) es () o bien es todo B,(x). Por un argumento de recubrimiento concluiremos
propiedades globales, es decir, mayor integrabilidad de las funciones BV hasta la
potencia N/(N — 1), y desigualdades isoperimétricas para conjuntos de perimetro
finito.

Introducimos la siguiente notaciéon compacta para el valor medio uq de una funcién

u € LY(Q):
1
(2.19) uQ = ]{Zu(az)daz = IQI/Qu(sc)dﬂc

Entonces se tiene el siguiente lema técnico:

Lema 2.29. Sea Q C RY una extension de dominio acotada. Entonces:
(2.20) /|u — uqldx < C|Du|(Q) Yu e BV(Q)

Q
para algiun constante real C que depende unicamente de §2.

Demostracion. La demostracion es anéloga a la prueba de la desigualdad de Poincaré
dada en [19, Teorema 1, Cap. 5.8|, salvo que en este caso particular p es 1 y en vez
de aplicar el teorema de Rellich-Kondrachov se usa su analogo en BV (teorema de
compacidad 2.15). O

Nota 2.30. Si aplicamos el teorema anterior a bolas B,(x) entonces en este caso la
mejor constante C' no dependerd de x. Siguiendo un simple argumento de reescalado
(usando la transformacion u(y) = u(x + oy) que envia BV (B,(x)) en BV(B1))
vemos que C(B,(x)) = y10, donde 1 es la constante relativa a la bola unidad. Esto
prueba que:

(2.21) /B L oldy S el Dul(By(a), Y BY(By(w)),
933

para cualquier © € RN y cualquier o > 0. Si aplicamos la ecuacion 2.21 a funciones
caracteristicas xg de conjuntos de perimetro finito obtenemos:

P(E, By())
2 1- < .
(XE)BQ(Q:)( (XE)BQ(I)) =N NN

Como (XE)B,(z) € [0,1] y min{t,1 —t} <2t(1 —t) para cualquier t € [0,1] se tiene:

P(E, By(x))

2.92 [ 1= =
( ) mln{(XE)Bg(x)7 (XE)BQ(QU)} =N wyoN1
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Como se ve la ecuacién 2.22 es un resultado local. A continuacién deducimos el re-
sultado global conocido como desigualdad isoperimétrica. En el teorema que probamos
no estamos interesados en encontrar la constante 6ptima sin embargo esta constante
se puede calcular como puede verse en [33],[14].

Teorema 2.31 (Desigualdad isoperimétrica). Sea N > 1 un entero. Para cualquier
conjunto E de perimetro finito en RN o bien E o bien RV \ E tienen medida de
Lebesgue finita y se tiene:

min{|E|, RN \ E|} < o[P(E,RN)]M/ "V

)

para alguna constante vo que depende unicamente de la dimension del espacio ambien-
te.

Demostracion. Por la ecuacion 2.22, existe una constante c tal que:

P(E, Q,())

(2.23) min{a,(x),1 — ay(z)} <c T

para cualquier cubo abierto Q,(z) C RY centrado en z y de lado 29, donde a,(z) es el
valor medio de x g en Q,(z), i.e. |Q,(z)NE|/(20)" . Tomando ¢ = [3cP(E,RY)] Y/(N=1)
se obtiene que ay(z) € [0,1/2)U(1/2,1]. Entonces por continuidad se tiene que o bien
a,(r) € [0,1/2) para cualquier z € RY, o bien a, () € (1/2,1] para cualquier x € RV,
Si se tiene que ap(z) € [0,1/2) entonces de la ecuacion 2.23 deducimos que:

E0Qu@l _ - PE-Qula)
(20)¥ T M

, Vx e RN,
Cubriendo casi todas partes (respecto de la medida £V) de RY mediante una familia
disjunta de cubos {Q,(zn)},ezn se obtiene:

Bl =Y |Qq(zn) NE| <2Nco > P(E,Qq(xn)) < 2VeoP(E,RY),
hezZN heZN

y el teorema se sigue de nuestra eleccion de p con 4o = 2V3V/ (V-1 N/(N-1) gj ay(z) €
(1/2,1] para cualquier € RV un argumento similar muestra que ‘RN \ E‘ se puede
acotar como antes. O

El teorema que acabamos de probar es falso en dimensién uno, pues por ejemplo
la semirecta ' = (0, 00) tiene perimetro finito en R pero tanto E como R\ E tienen
medida infinita. Usando la desigualdad isoperimétrica junto con la férmula de la coarea
se puede probar que se tiene una inmersion de BV () en LY/(N=1)(Q). Sin embargo,
antes de probar el teorema necesitamos el siguiente lema técnico.

Lema 2.32. Para cualquier p € [1,00) y cualquier funcion decreciente g : (0,00) —

[0,00) se tiene:
T T p
p/ g(s)sP~tds < (/ gl/p(s)ds> , VT >0.
0 0
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Demostracion. Este lema es un resultado clasico del analisis matemaético. Su demos-
tracion se puede encontrara en [6, Lema 3.48]. O

A continuacion probamos el teorema de inmersion de BV (Q) en LN/ (V=1(Q).

Teorema 2.33. Para cualquier funcion u € L}OC(RN) que satisface V(u, RY) < oo
existe un m € R tal que:

lu =1l g1 vy < A3V (u, RY).

Siu € LYRY) entoncesm = 0, u € BV (RY) y por lo tanto [ull o= mvy < v Dul(RY).
En particular, la inmersion BV (RY) < L1 (RN) es continua.

Demostracion. Si N = 1, como se ha visto en la prueba del teorema 2.19, u €
BViee(R), Du es una medida de Radon real en R de modo que existe una tnica cons-
tante real ¢ tal que se verifica que ¢+ Du((—o0,t)) esta en la clase de equivalencia de
u. Por lo tanto, eligiendo m = c¢ se obtiene:

lu —mllo, = igﬂg\DU((—ooyt))l < |Du|(R),

Supongamos ahora que N > 1. Sea E;, = {x c RN : wu(z) > t} y sea T el conjunto
de todos los t € R tales que P(E;, RY) < co. Por la férmula de la coarea en BV este
conjunto es denso en R. Por la desigualdad isoperimétrica 2.31 o bien E; o bien su
complementario tiene medida finita. Definimos m = inf{t € T : |E;| < o0}. Sit > m
podemos encontrar un 7 € T'N (m, t) de modo que |E;| < oo, por lo tanto, |E;| < oco.
Anéalogamente, se prueba que ’]RN \ Et| < oo para cualquier ¢ < m. Ahora vemos que
m € R. Supongamos lo contrario, es decir que m = —oo. Entonces, F; tiene medida
finita para cualquier ¢ € R y podemos aplicar la formula de la coarea y obtenemos:

—h
/ P(E;, RM)dt < V(u,RY), VheN.
—h—1

Entonces podemos encontrar un t, € (—h,—h — 1) de modo que P(FE;, ,RY) est4
uniformemente acotado en h. Por el teorema 2.31 esto significa que las medidas de
Lebesgue de Ej, estan uniformemente acotadas lo contradice el hecho que la unién de
creciente de estos conjuntos sea RY. De forma analoga se puede probar que m < oo.

Como m € R y la cota que queremos probar es invariante bajo traslaciones en u
podemos suponer sin perdida de generalidad que m = 0. Sea v = u V 0 entonces por
el lema 2.32 con p = N/(N — 1) vemos que:

o N oo
N/(N-1) _ N/(N-1) _ Y 1/(N-1)
/]RNU dx /0 Hv > t}’dt N1 /0 |Es|s ds

o N/(N-1)
(2.24) < (/ ]E5|(N1)/Nds) .
0

Como FEj tiene medida de Lebesgue finita para cualquier s € (0, 00) por la desigualdad
isoperimétrica (teorema 2.31) deducimos:

1B N"UN < e P(fu > s},RYN), Vs >0,
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para alguna constante ¢ que no depende la la dimensién del espacio ambiente. Por
tanto podemos aplicar la férmula de la coirea para obtener asi:

</sz vN/(N—1)> < c/ooo P({u> s},RN)ds < ¢|Dul(RV).

Anélogamente, se puede estimar la parte negativa de u teniendo en cuenta que |RN \ Et} <
oo para cualquier ¢ € (—o00,0). Si u € L'(RY) entonces por la desigualdad de Chebys-
hev vemos que m = 0. ]

Corolario 2.34 (Teorema de inmersién). Sea C RN una extension de dominio acota-
da. Entonces, la inyeccion BV (RN) — LV (RN) es continua. Si 1 < p < 1* entonces
la inyeccion BV (RY) < LP(RYN) es compacta.

Demostracion. La inyeccion BV (Q) < L' (Q) es consecuencia directa del teorema
2.33. Conjuntos acotas en BV () son acotados en L' (Q) y, por el teorema de com-
pacidad 2.15 la inyeccion BV (2) < L'(f) es relativamente compacta en L'(£2). Por
lo tanto, por la desigualdad de Holder se ve que la inyeccion es compacta de BV ()
en LP(Q)) para cualquier p € [1,1%). O

Nota 2.35 (Desigualdad de Poincaré). Si Q es una extension de dominio acotada, la
continuidad de la inmersion de BV () en LY (Q) y el teorema 2.29 implican:

(2.25) lu = uall o) < ClDul(), Yue BV(Q), 1<p<1%,

para alguna constante C' que depende unicamente de ). Para las bolas, rescalando al
igual que hicimos para la obtencion de la desiqualdad isoperimétrica local se obtiene
que:

N/p | Dul(By(x))

N1 Vu € BV (B,(x)), 1<p<1*%

Hu — UB,(z) HLP(Bg(x)) < e

Tomando p = 1* y siguiendo la misma argumentacion que en la obtencion de las ecua-
ctones 2.21 y 2.22 obtenemos de la ecuacion anterior, la desigualdad isoperimétrica
relativa en bolas:

(226)  min{|B,2) BV By @)\ BIYVTVNY < 95 P(B, By(x)).

Finalmente para terminar esta seccién enunciamos el siguiente teorema.

Teorema 2.36. Para cualquier uw € BV (B,(x)) y cualquier mediana m de u en By(x)
se tiene:

Dul(B,(x
(2.27) ||u—m||Lp(Bg<x)>s%gN/p'é')SV_‘-’f”, vpe [1,1%].

Demostracion. Por invarianza bajo rescalado y traslacién se ve que no es restrictivo
suponer que = 0,0 =1y m = 0. Por la desigualdad de Hélder solo hay que probar
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2.27 para p = 1*. Aplicando la desigualdad 2.24 a la funcién v = u™*y B,(z) Y teniendo
en cuenta la desigualdad isoperimétrica 2.27 se concluye:

1/1%

(/ <u+>1*) < [THu> 00 B e [P 0By
By () 0 0

Por un argumento similar también se puede acotar la integral de «~. Sumando las dos
desigualdades se obtiene por la féormula de la codrea 2.27. O

2.5. Estructura de los conjuntos de perimetro finito

En esta seccidon haremos un anélisis detallado de las propiedades de los conjuntos
de perimetro finito en €. Probaremos la existencia de un conjunto FE C ) que es
HN~Lrectificable llamado frontera reducida tal que |Dyg| coincide con la medida
HN—1_FE. Esto permitira obtener una nueva version de la formula de Gauss-Green
para conjuntos de perimetro finito en la que la frontera reducida esta involucrada.
Finalmente estudiaremos la densidad de estos conjuntos probando que converge a 0, 1
o0 1/2 para casi todo punto = €  con respecto a la medida H¥ 1.

Vemos primero que la estructura de los conjuntos de perimetro finito en una di-
mension es relativamente facil de caracterizar.

Proposicion 2.37. Si E tiene perimetro finito en (a,b) y |E N (a,b)| > 0 entonces
existe un entero p > 1 y p intervalos disjuntos dos a dos J; = [agi—1,a2] C R tales
que EN (a,b) es la union de los J; y:

(2.28) P(E,(a,b)) =#{ie{1,...,2p} : a; € (a,b)}).

Demostracion. Como el resultado es de naturaleza local, sin pérdida de generalidad
podemos suponer que (a,b) es un intervalo acotado. Sea u = xg € BV ((a,b)), u! :
(a,b) = R, A C (a,b) el conjunto de atomos de Du y recordemos que u' tiene una
discontinuidad de salto igual a Du({t}) en cualquier punto de A. Como u!(z) € {0,1}
para casi todo x € (a,b), cualquier salto de u! es o bien 1 o bien —1. En particular:

#(A) = |Dul(4) < [Dul((a,b)) = P(E, (a,b)) < oo.
La funcion u! es continua en (a,b)\ A e igual a xg en casi todo punto de (a, b), por lo
tanto es constante en cualquier componente conexa de (a, b) \ A. Luego, los conjuntos
J; pueden tomarse como el cierre de los intervalos para los cuales u! es igual a 1.
Por construccion, #(A) = P(FE, (a,b)) es igual al nimero de puntos terminales a; en

(a,b). O

La estructura de los conjuntos de perimetro finito de dimensiéon N > 1 es mas
compleja. Para poder estudiar la estructura de los conjuntos de perimetro finito de
dimensiéon N > 1 De Giorgi introduce el concepto de frontera reducida.
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Definicién 2.38 (Frontera reducida). Sea E un subconjunto de RN LN -medible y
el conjunto mds grande tal que E es localmente de perimetro finito en Q. Se llama
frontera reducida FE a la coleccion de todos los puntos x € supp |Dxg|NQ tal que el
limate:
. Dxu(B,y(z))
ve(r) = lim —————"—
)= 8 Dxel(By(a)

existe en RN y satisface |vp(x)| = 1. La funcion vg : FE — SV~ se llama normal
interior generalizada de E.

Es facil comprobar que FE es un conjunto de Borel y que vy : FE — SV1 e

una aplicacién sobre conjuntos de Borel. Por el teorema de derivacion de Besicovitch
la medida |Dxg| esta concentrada en FE y Dxg = vg|DxEg|.

Nota 2.39. Se observa que cualquier punto x € FE es un punto de Lebesgue de vg
relativo a |Dxp| ya que:

1 2 = — v X
/ ) = vt Dxs1 ) = 1 < ()

Dx5(B,(z)) >
2|Dxel(B,() '

" |Dxe|(By(x))

Ahora veremos que FFE es un conjunto numerablemente (N — 1)-rectificable y que
|Dxg| coincide con HV 1l FE. Para ello primero necesitaremos los dos resultados
que enunciamos y probamos a continuacion.

Proposicion 2.40 (Localizacion). Sea E un conjunto de perimetro finito en §2, xo €
y 0 = dist(xo, 02). Entonces:

(229) P(E N BQ(xO)vRN) < P(E7§Q($O)) + mi{—(-r())a VQ € (076)7

donde m(p) = |E N By(zo)| y m/, es la derivada inferior derecha de m.

Demostracion. No es restrictivo suponer que xg = 0 y probamos entonces la siguiente
desigualdad mas general:

(2.30) !Du@\(RN)S\DUI(B@)Jr(/B IU(x)I> , Vo€ (0,9),
e +

para cualquier u € BV (€2), donde u, = uxp,. Dado cualquier o € (0,8 — o) construi-
mos un u® € BV (R¥Y) con soporte en B,+s que coincide con u en B, y satisface:

(2.31) D |(RY) < Dul(Bora) + 07 [ Ju(w)lda.
BQ+G\BQ

Para ello, definimos u?(z) = u(z)v,(|z|), donde:

1, sit < p,
Yolz) =3 1+ZL sip<t<p+o,
0, sit>o+o0.

Por la proposicién 2.2(b) se obtiene Du® = v, (|x|)Du + u(x)v, (x)z/|z| LN de lo que
inmediatamente se deduce 2.31. Como (u°) converge a u, en L'(R") cuando o — 0,
2.30 se sigue de 2.31 y de la semicontinuidad inferior de la variacion. O
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Nota 2.41. Si P(E,0B,(z0)) = 0 sustrayendo P(E, By(xo)) a ambos lados de 2.29
y considerando la localidad del perimetro obtenemos:

(2.32) P (E N By(xo), 0By(z0)) < m', (), Ve € (0,9).

En lo que sigue necesitaremos algunas acotaciones sobre |E N By(zg)| y sobre
P(E, By(xo)) para puntos zg € FE y con p > 0 suficientemente pequeio.

Lema 2.42 (Cota sobre el perimetro y volumen). Sea E un conjunto de perimetro
finito en Q y sea xg € FE N Q. Entonces, existe un oy € (0,dist(xg,0Q)) y unas
constantes a, B > 0 que dependen unicamente de la dimension del espacio ambiente
tales que:

(2.33) P(E, By(w0)) < ao™™, Vo€ (0,00),
(2.34) min {|E N By(zo)|, |Be(xo0) \ E|} > BQN, Vo € (0, 00)-

Demostracion. Por la proposiciéon 2.37 no es restrictivo suponer que N > 1. Eligiendo
00 € (0, dist(xo,08)/2) tal que:

P(E, Bo(x0)) = [DxE|(By(0)) < 2|Dxr(B,(x0))], Ve € (0,200),

Sea E, = E N By(zo) para cualquier p € (0,20) tal que P(E,0B,(x0)) = 0, por la
localidad del perfmetro, la igualdad Dxg, (RV) = 0y por la ecuacion 2.32 deducimos:

|DxE(Bo(x0))| = | Dxp,(Bo(x0))| = |Dx1,(0B,(0))| < P (Eq, dB,(x0)) < m',(e)-
Tomando en cuenta la elecciéon de pg obtenemos:
(2.35) P(E, By(wo)) < 2m’(p), para casi todo o € (0,2gp) respecto de L.

Dado cualquier p € (0, o), integrando entre g y 29 se obtiene:

20 2m(2
P(E, Bylwo)) < o™ / P(E, By(wo))dt < 27128 < g1, N1,
0
o

y esto prueba la ecuacién 2.33. Para probar la ecuaciéon 2.34 vemos que por 2.29 y
por 2.35, P(E,,RY) se puede acotar por 3m’(p) para casi todo ¢ € (0, gg). Por la
desigualdad isoperimétrica 2.31 se obtiene entonces que:

%m(l_N)/N(Q)m’(Q) > L NN () P(E, RN > 4,

(2.36)  (m"N)(0) = N

para casi todo o € (0, o), con v = 'yél_N)/N/(SN). Integrando respecto de v obtene-

mos m(g) > vV o™ para cualquier o € (0, gg). El mismo argumento remplazando E
por RV \ E proporciona finalmente 2.34. O

Ya estamos en condiciones de probar el siguiente teorema estructural debido a De
Giorgi.
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Teorema 2.43 (Teorema estructural de De Giorgi). Sea E un subconjunto de RN £N-
medible. Entonces FE es un conjunto numerablemente (N — 1)-rectificable y |Dxg| =
HN-I_FE. Ademds, para cualquier xo € FE se siguen las siguientes propiedades:

(a) Los conjuntos (E — xg)/o convergen localmente en medida en RN cuando o — 0
al semiespacio H ortogonal a vy que contiene a vg(xg).

(b) TanN=YHN WL FE, z0) = HN 1L vi(20) v, en particular:

HN=YFE N B,(xo))

N1 =1.

(2.37) lim
0—0 WN-10

Demostracion. Sea xg € FE, v = vg(xg), 0o € (0,dist(xg,00)) y E, = (E — )/ 0.
Primero probamos la convergencia de E, a H. Como P(E,, Br) = P(E, Byr(z0))/0" 1,
por 2.33 y por la ecuacion 2.15 se deduce que (E,) es relativamente compacto con res-
pecto a la topologia de la convergencia local en medida en RY. Por lo tanto, para
probar la convergencia de (E,) a H basta probar que para cualquier F, el limite de
la sucesion (E,p,) con gp — 0 coincide con H.

Como DXEQh converge débilmente* localmente en R a Dyp cuando h — oo y
como por la nota 2.39, g es un punto de Lebesgue de vg relativo a |[Dxg| se tiene:

(2.38) Dxr =v|Dxr|,

con v = v(xp). En particular, Dy r no tiene componente en direcciéon ortogonal a v y
ademas (Dxp,7) > 0. Como:

V(xr * pe) = (Dxr) * pe = (IDxr| * pe)v,
obtenemos que xr * pc(x) se puede representar como 7. ({x,v)) para alguna funcion
creciente v, : R — [0, 1]. Tomando limite ¢ — 0 obtenemos:

xr(z) = y({x,)), para casi todo-LN 2 € RV,

para alguna funcion v : R — [0, 1] tal que Dy > 0. Como xr € {0, 1} se sigue que =y
es una funcion caracteristica xr,, y la proposicion 2.37 implica que L debe ser (¢, 00).
Si ¢ es estrictamente positivo, entonces considerando d = ¢ A 1 se tiene:

ENB
Jim w = lim |E,, N By = |F N Byl =0,
—00 03 —00

contradiciendo el hecho que E tiene densidad inferior estrictamente positiva en el
punto xg, por tanto ¢ < 0. Anélogamente se puede ver que ¢ no puede ser estrictamente
negativo, luego c =0y F = H.

Como (F,) converge a H, Dx g, converge débilmente* a Dy cuando ¢ — 0, luego
Tan™¥ =Y Dxg,z0) = THN"1LOH. Por el teorema 1.34(b) se obtiene:

(2.39) Tan™ Y (|Dxg|, z0) = HN ' LOH.

La rectificabilidad de FE y la coincidencia de |Dyg| y HY'LFE se sigue del cri-
terio de rectificabilidad enunciado en el teorema 1.35(b). Remplazando |Dxg| por
HNILFE en 2.39 se sigue (b). O
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Se puede ver rapidamente gracias al apartado (b) del teorema anterior y a la
ecuacion 1.12 que:

(2.40) TanN~YFE,z) = vg(z) para c.t.p. z € FE respecto de H¥ L.

Como consecuencia del teorema 2.43 podemos reescribir la formula de Gauss-Green
2.15 para conjuntos de perimetro finito en €

(2.41) /Ediwdx_ _/]-'E (g, o) dHN Y, Vo e [CcH)N.

Ahora examinamos las propiedades de densidad de los conjuntos de perimetro
finito.

Definicion 2.44 (Puntos de densidad ¢ y frontera esencial). Para cada t € [0,1] y
todo conjunto E C RN LN _-medible denotamos por E' al conjunto:

{xeRN : 1fmmBQ(‘”)|—t},
0=0  [By(z)|

de todos los puntos de E con densidad t. Denotamos por 0*FE la frontera esencial de
E, i.e. el conjunto RN \ (E°U EY) de puntos donde la densidad no es ni 0 ni 1.

Es facil ver que todos los conjuntos E! son conjuntos de Borel. Los conjuntos E*
y E° se pueden entender desde un punto de vista de la teoria de la medida como el
interior y el exterior de E respectivamente. Esto motiva la definiciéon de la frontera
esencial. El siguiente teorema debido a Federer expone la correspondencia entre la
geometria de los conjuntos expuestos anteriormente y su densidad.

Teorema 2.45 (Teorema estructural de Federer). Sea E un conjunto de perimetro
finito en Q). Entonces:

FENQCEY2co*E, y HN-YQ\(E°UFEUEY)) =0.

En particular, E tiene densidad o bien 0, o bien 1/2, o bien 1 en c.t.p. respecto de la
medida HN™1 y casi todo punto x € O*E N respecto de la medida HN ' pertenece a
FE.

Demostracion. La inclusion FE C E'Y? se sigue de la convergencia de (E — x)/o
al semiespacio ortogonal a vg(zp) y que contiene a vg(xg). Ahora observamos que
si P(E, B,(z0)) = o(oN™1) entonces por la desigualdad isoperimétrica relativa 2.22,
denotando por a(p) a |E N By(xo)|, se sigue que {a(p),1 — a(p)} es infinitesimal
cuando ¢ — 0. Por tanto, o bien a(g) — 0 o bien a(p) — 1. Luego 79 € E° U E.
Como P(E, B,(z0)) = HN"H(FE N By(wp)) se deduce que 0*E N ) esta contenido
en un conjunto de densidad estrictamente positiva respecto de HN 'L FE. Por otro
lado, por 1.7 sabemos que c.t.p. respecto de la medida HY~! el conjunto 9*E N Q
pertenece a FE. [
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Vemos que por el teorema anterior, para conjuntos de perimetro finito tanto 0*E
como EY2 pueden usarse en vez de FE en la formula de Gauss-Green 2.41 y podemos
calcular por tanto el perimetro de la siguiente manera:

(2.42) P(E,Q) =HN"Y QN E)=H " QnEY?).

Como consecuencia, podemos también reescribir la férmula de la codrea usando la
frontera esencial de los conjuntos de nivel:

(2.43) |Du|(B) = / T WS UBAO u > ))dt, VB € BQ).

—00

2.6. Continuidad y diferenciabilidad aproximada

Existen funciones u de variacién acotada en RY con N > 1 discontinuas en un
conjunto con medida de Lebesgue estrictamente positiva (ver ejemplo 3,53 de [6]).
Anéalogamente, también es posible encontrar ejemplos (siguiente el mismo argumento
que en el ejemplo citado) de tales funciones en el espacio WP, con p < N. Luego
aparentemente, no hay esperanza de encontrar “buenos representantes” como si se
podia en dimension 1. Esto nos hace ver la necesitada de definir una nocién de limite
y de diferenciabilidad débil adecuada para que pueda ser satisfecha por funciones en
el espacio de Sobolev 0 en BV'. Estas nociones se pueden introducir siguiendo la idea
elemental de que no solo conjuntos con medida cero, pero también conjuntos con
densidad cero pueden ser ignorados. A continuaciéon definimos el limite aproximado.

Definicién 2.46 (Limite aproximado). Sea u € [L}

Lo, se dice que u tiene limite
aprozimado en x € ) si existe un z € R™ tal que:

(2.44) lim lu(y) — z|dy = 0.
0720 By ()

El conjunto de puntos S, donde no se verifica esta propiedad se le llama conjunto
aprozimado de discontinuidad. Para cualquier x € 2\ S, al vector z, univocamente
determinado por la ecuacion 2.44, se le llama limite aproximado de u en x y se denota
por u(x).

Diremos que la funcién u es aproximadamente continua en x si x € S, y si 4(x) =
u(z), i.e. si z es un punto de Lebesgue de u. Se observa que el conjunto de puntos donde
el limite aproximado existe no depende del representante de la clase de equivalencia de
u. Bs decir, si u = v LN-c.t.p en Q entonces z ¢ S, si y solosi z & S, y @(x) = ¥(x).
Por otro lado, la propiedad de ser aproximadamente continuo en un punto x depende
del valor de u en el punto z, y este valor puede variar de un representante a otro de
la clase de equivalencia.

Proposicion 2.47 (Propiedades de los limites aproximados). Sea u una funcion en
[Lioe (]

loc



2.6 Continuidad y diferenciabilidad aproximada 41

(a) S, esun conjunto de Borel de medida cero respecto de la medida LV y, @ : Q\S, —
R™ es una funcion sobre conjuntos de Borel que coincide con u en c.t.p de Q\ S,
con respecto a la medida L.

(b) Six e Q\ Sy, las funciones u x pe(x) convergen a 4 cuando € — 0.

(c) Si f:R™ — RP es una aplicacion Lipschitz y v = f ou, entonces S, C Sy y
o(x) = f(u(x)) para cualquier x € Q\ S,.

Demostracion. (a) Como el complementario del conjunto de puntos de Lebesgue de
u tiene medida cero respecto de £V, se deduce que S, tiene medida cero respecto
de £N y que @ coincide en c.t.p. con u respecto de la medida £V. Se prueba que
Sy es un conjunto de Borel observando que

~ 1
Q\ S, = ﬂ U {:L‘GQ: h’msup][ ]u(y)—q\dy<n}.
By ()

n=1qeQm e—0

En efecto la inclusion C es trivial, por la densidad de Q™. Si x pertenece al

conjunto de la derecha entonces para cualquier entero n > 1 podemos encontrar
1

un g, € Q™ tal que se tiene lim sup][ lu(y) — gn|dy < —. Es facil ver que (¢y)
n

0—0 By(w)
es una sucesion de Cauchy, cuyo limite z satisface 2.44 y por lo tanto = & S,,.

Como consecuencia de 2.44, para cualquier z € 2\ S, el valor medio uB,(z) de
u en la bola By(z) converge a z = u(x) cuando ¢ — 0. Luego, el hecho que @ es
una funcion sobre Borel conjuntos de Borel en Q \ S, se sigue directamente de
la representacién como limite puntual cuando ¢ — 0 de las funciones continuas
T — UB,(z)-

(b) Se puede demostrar este apartado observando que

ju pe() —iifx)| < /

[ e - e2) — io)lp(z)a < e | i) = ity

Esta ultima expresion tiende a 0 cuando € — 0.

(c) Se comprueba (c¢) observando que: |v(y) — f(a(z))| < Lip(f)|u(y) — a(x)|.
O

Nota 2.48. H. Federer usa en [22] una definicion mds débil de limite aproximado.
Segin Federer una funcion localmente sumable u tiene limite aproximado en © € Q y
esté limite es z si todos los conjuntos E. = {y € Q : |u(y) — z| > €} tienen densidad
0. La definicion de Federer solo toma en cuenta la geometria de los conjuntos de nivel
sin importar lo grande que puede ser la funcidn en conjuntos pequenos. En caso de
trabajar con funciones localmente acotadas ambas definiciones son equivalentes (ver
proposicion 3.65 de [6]), sin embargo la definicion de Federer tiene sentido también
para funciones que no son localmente sumables. La motivacion de usar una definicion
fuerte de limite aproximado se debe a que en el espacio BV los limites aproximados
existen en este sentido.
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Ahora estudiaremos de entre los puntos de discontinuidad de una funcién aquellos
que se corresponden con una discontinuidad aproximada de salto entre dos valores a
y b a lo largo de una direccién v. Antes de seguir introducimos la siguiente notacion:

Bf (z,v) ={y € By(x) : (y—=z,v) >0},
(2.45) { B;(x,y) ={y € By(x) : (y—=z,v) <0}
(246) want) ={ 5 S 20

para indicar las dos medias bolas contenidas en B,(z) determinadas por v y la funcion
que salta entre a y b a lo largo del hiperplano ortogonal a v. Definimos ahora el
concepto de punto aproximado de salto.

Definicion 2.49 (Punto de salto aproximado). Sea u € [L}, .(Q)]™ y x € Q. Se dice

que x es un punto de salto aprozimado de u si existen a,b € R™ y v € SN71 tal que

a#by:

(2.47) lim lu(y) —aldy =0, lim ][ lu(y) — bldy = 0.
) =0 B, (z,v)

0—0 Bf (z,v

La terna (a,b,v) queda tnicamente determinada salvo permutacion de a con
b y cambio de signo de v. Para simplificar podemos considerar la siguiente rela-
cion de equivalencia. Se dird que dos ternas (a,b,v), (a’,b';v') son equivalentes si
(a,b,v) = (d/,t/,1"), 0 bien (a,b,v) = (V/,d’, —1'). Para una funcién u con punto de sal-
to aproximado z denotaremos a la terna de valores a,by v por (u™(z),u™ (), vy(z)).
Al conjunto de puntos de salto aproximado lo denotaremos por J,,.

A continuacién estudiamos las principales propiedades para el conjunto de puntos
de salto aproximado.

Proposicién 2.50. Sea u € [L} (2)]™.

(a) El conjunto J, es un subconjunto de Borel de S, y existen funciones sobre con-
jJuntos de Borel:

(ut(x),u™(x), vy(z)) : Jy — R™ x R™ x SV—1,
tales que las ecuaciones de 2.47 se verifican para cualquier x € J,,.
(b) Six € Jy, la funcion u* pe(z) converge a [u™(z) +u™ (x)]/2 cuando € — 0.

(c) Si f:R™ — RP es una aplicacion Lipschitz, v = fou y x € J, entonces x € J,
si y solo si f(ut(z)) # f(u™(x)), y en este caso:

(v (@), v (), vu(2))

En el resto de los casos, x & S, y 0(z) = f(ut(z)) = f(u™(2)).

I
=
S

+
8
=
~
—~
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—~
8
~—
~
S
8
Nt
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Demostracion. Sea D = {(an, bn, V) } un conjunto numerable y denso en R™ x R x
SV=1 y sea wn(y) = Ua, b, .0, €n consonancia con la definicién 2.46. Entonces, por el
mismo argumento que el dado en la demostracion de la proposicion 2.47(a) se tiene
que:

(Q\ Sy U Jy, = ﬂ U{x €Q: limsup £ |u(z +y) — wy(y)|ldy < ]19}

p:l n=0 QHO BQ

Como el lado derecho es un conjunto de Borel y J, C S, deducimos que J, es un
conjunto de Borel. Sea ahora para cualquier x € J,, la terna (at(z),u (z), 7u())
que satisface las condiciones de la definicion 2.49 y probemos que z — ¢(z) =
(at(z) — u™ (z)) ® vy(x) es una aplicaciéon sobre conjuntos de Borel en J,, para ello
definimos:

y vemos que las funciones reescaladas u®¢(y) = u(z + gy) convergen en [L} (RN)]™

loc
a w, cuando o — 0. En particular:

x wg(y) @ V(y)dy = lim QN/
By =0 Bo(x)

y—x
v (1)
es una aplicacion de Borel en J, para cualquier ¢ € C2°(B). Escogiendo una sucesion
() C C°(B1) que converge monotonamente a xp, obtenemos:

wN-1¢(x) = Dwy(By) = lim Yu(y)dDwy(y) = — lim wz(y) ® Vo (y)dy,

o h—o0 B h—o00 B

y esto prueba que v es una aplicacion de Borel. Para cualquier o € {1,...,m}, sea E,
el conjunto de todos los = € J, tales que « es el indice més grande tal que la a-ésima
fila de ¥ (x) es no nula. Como v es una aplicacion de Borel se puede ver facilmente
que {E,} es una particion de Borel de J,,. En cualquier conjunto E, se puede definir
vy, como ¢%/|¢p“|, esto define una aplicacion de Borel en J,,. En consecuencia, como v,
y i, son o bien iguales o bien opuestos en signo, podemos definir (u™ (z), v (z)) como
igual a (ut(x),u (z)) si vy(z) = Du(x) y igual a (@t (z),a (x)) si vu(z) = =y ().
Un argumento analogo al dado para probar 2.47(a) pero sustituyendo B,(z,vy(x))
por Bz,t(x, vu()) prueba que u™ son aplicaciones de Borel en J,,.

La demostracion de los apartados (b) y (c) es analoga a proporcionada en la
proposicion 2.47 pero dividiendo esta vez la regiéon de integracién en Bg(x,u) y

B, (z,v). O

En lo que sigue de seccion estudiaremos el valor medio de |u(y) —a(z)— L(y—x)|/o
en bolas de radio pequefio By(z) y veremos la necesidad de introducir la nociéon de
diferenciabilidad aproximada. A continuaciéon damos la definicién de punto de dife-
renciabiliadad aproximada.
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Definicién 2.51 (Punto de diferenciabiliadad aproximada). Sea u € [L},.(2)]™ y sea

x € Q\ Sy, se dice que u es diferenciable en un sentido aproximado en x si existe una
matriz L de dimensiones m X N tal que:

(2.48) lm lu(y) — a(z) — L(y — =)
070 B, (x) 0

dy = 0.

Siu es diferenciable en sentido aprozimado en x entonces a la matriz L, univocamente
determinada por la identidad 2.48, se le llama diferencial aproximada de uw en x y se
denotard por Vu(x).

Al conjunto de puntos de diferenciabilidad en sentido aproximado lo denotaremos
por D,,. A continuacion, exponemos algunas de las propiedades del conjunto de puntos
diferenciables en sentido aproximado.

Proposicién 2.52. Sea u € [L;}

loc(Q)}m'
(a) El conjunto de puntos D,, C Q\S,, donde u es diferenciable en sentido aproximado

es un conjunto de Borel y Vu : Dy, — R™ una aplicacion sobre conjuntos de
Borel.

(b) Six € Dy y f:R™— RP es una funcion con crecimiento lineal en el infinito y
diferenciable en u(x), entonces v = f ow es aprorimadamente diferenciable en x
y se tiene:

Vu(z) = Vf(u(z))Vu(z).

Demostracion. (a) Denotando por D = {L,} un conjunto numerable y denso en
el espacio de las matrices m x N, entonces por un argumento analogo al de la
proposicion 2.47(a) se prueba que D, es representable por:

[ee] o0 1
NUSzea\s, s timsupe ™ [ July) ~ @) - Laly o)y < .
p=1n=0 0—0 BQ(:B) p

y por lo tanto es un conjunto de Borel. Para cualquier rectangulo R C RY con
interior no vacio se tiene que:

1 / 1, —N—l/ -
r+— — | Vu(x)ydy = — lim o u(y) — u(x))dy,
IR Jr (@) || 00 ac-H_JR( ) ()

SN—I

es una funciéon de Borel en D,,. Dado v € y tomando:

1
Rp={y€RN: 0§<y,v>§1,|y—<y,V>V|§}, peN,p>1,
P

por un argumento de limite se prueba que x — Vu(z)v es una aplicacion de Borel.
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(b) Sea G = Vf(u(x)),L = Vu(z). Por suposicién sobre f podemos encontrar una
funcion w : [0, 00) — [0, 00) tal que w(0) =0 y:

f(z) = fa(z)) = G(z — a(2))] < w(]z —a(@)])]z —a(z)], VzeR™

Sea u,(z) = u(z + 0z) — i(z), y recordemos que u, converge a 0 en L'(Bj).
Teniendo en cuenta que L es la diferencial aproximada de u en x, entonces por el
teorema de convergencia dominada de Vitali se ve que:

lim supg~ V! /B () = £0) = Gluty) = i)y

0—0

<limsup9‘N‘1/ ( )w(IU(y)—ﬂ(fﬁ)\)IU(y)—ﬂ(fv)!dy

0—0

< limsup oV /B | elluts) DI~y

0—0

< HLHoolimsup/ w(|ue(z)|)dz = 0.
B1

0—0

Por otro lado:

lfm, g~V /B JG) — i) = Gty — 2y =0

0—0

Sumando las dos identidades anteriores se sigue el resultado.

O

Todos los conceptos introducidos hasta ahora se pueden reformular de una manera
diferente reescalando en la variable independiente. Es decir, u tiene limite aproximado
z en x siy solo si la funcién reescalada u®2(y) = u(z + py) converge en [L} (RY)]™
z cuando ¢ — 0. Analogamente, z € J, y (ut(z),u™ (z),vu(x)) = (a,b,v) siy solo si
u®® converge en [L} (RN)]™ ala funcién u,p, de 2.46. Finalmente reescalando en la
variable dependiente podemos a su vez decir que u e aproximadamente diferenciable
en zy Vu(z) = L siy solo si las funciones v,(y) = [u(x + py) — u(x)]/o convergen en

[LL . (RM)]™ a la aplicacion lineal Ly.

2.7. Propiedades adicionales de las funciones de variacién
acotada

En esta seccién estudiaremos mas en detalle las propiedades del limite y de la
diferenciabilidad aproximada de las funciones de variaciéon acotada. En particular, ex-
tenderemos los resultados de la seccién 2.5 a cualquier tipo de funcion de variacién
acotada. Como veremos cualquier funciéon de variacion acotada u tiene trazas en con-
juntos HN1-rectificables con respecto de la medida H™ 1. También veremos que casi
todo punto z € S, con respecto a la medida H¥~! es un punto de salto aproximado
con la direccion del salto ortogonal al espacio tangente aproximado. Con respecto a
la diferenciabilidad aproximada veremos que cualquier funcién de variacién acotada
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u en su dominio es diferenciable en sentido aproximado en casi todas partes respecto
de la medida £V y que Vu es la densidad de la parte absolutamente continua de Du
con respecto de la medida £V.

En primer lugar necesitaremos el siguiente resultado que nos dice que el valor
medio de |u|'" en bolas B,(z) esta uniformemente acotado cuando ¢ — 0 para casi
todo punto x respecto de HN L.

Lema 2.53. Para cualquier u € [BV (Q)]" el conjunto:

L=<xecQ: h’msup][ lu(uw)
00 JBy(x)

es de medida cero respecto de H" 1.

Demostracion. La demostracion del lema es larga y técnica, a continuaciéon, damos una
idea de la demostracion. En primer lugar, hay que acotar el tamano de la interseccion
de una sucesion adecuada de conjuntos de perimetro finito. Se puede probar bajo
ciertas suposiciones que esta interseccion tiene medida cero respecto de HN~1, si
se consideran unicamente puntos donde la densidad es suficientemente grande. Este
resultado corresponde al lema técnico 3,74 de [6]. Una vez probado esto se prueba que
el conjunto L esta contenido en la unién dos conjuntos de medida cero, el conjunto de
puntos D = {z € Q : limsup, ,o|Du|(By(z))/o" "' = oo} y el conjunto de puntos
de densidad superior o igual a 1. Para probar esto tdltimo se usa la desigualdad de
Poincaré, se reescala y traslada, y extrayendo quizas una subsucesion se concluye por
contradiccién que L esta contenido en la unién de estos dos conjuntos de medida cero
debido a las propiedades de la densidad y por el resultado visto antes. La demostracion
de esta ultima parte corresponde con el lema 3,75 de [6]. O

En el lema siguiente se comparara la medida |Du| con la medida H"~!, probando
en particular que |Dul| es absolutamente continua respecto de HN=1 es decir, que
se anula en cualquier conjunto de medida cero respecto de la medida de Hausdorff
(N — 1)-dimensional.

Lema 2.54. Seau € [BV(Q)]™. Entonces |Du| > |ut—u~|HN"1_J, y para cualquier
conjunto de Borel B C € se tienen las siguientes dos implicaciones:

(2.49) HN"Y(B) =0 = |Du|(B) =0,
(2.50) HY"Y(B) < 00,BNS, =0 = |Du|(B) = 0.

Demostracion. Sea x € J,, entonces por la definicion de u*(z) la familia de funciones
rescaladas u,(y) = u(z + gy) convergen en L} (RY) a:

ut(z), si(y,vu(x)) >0,
wely) = { u(@), si (g, va(@)) < 0.
Por la semicontinuidad inferior de la variacion tenemos:

Du|(B Du,|(B1) _ |Dwy(B
tim fnf 24U Be@) o DUl(BY) o 1Dwe(Byl |ut () — u(x)
0—0 wy—10N 71 0—0 WN-1 WN-1

)
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y por el teorema 1.23 se tiene que |Du| > |ut — u™|HVN 1L J,.

Ahora probamos la ecuacion 2.49. Si m = 1 y u = xg es una funciéon caracte-
ristica la implicacion se sigue directamente de la representacion |Du| = HYN 'L FE
dada en el teorema 2.43. Si uw € BV (Q2) gracias a la formula de la coarea 2.43 obtene-
mos la implicacion buscada. Finalmente, si u € [BV (2)]™ entonces podemos usar la
desigualdad dada en 2.6.

Para probar la segunda ecuaciéon 2.50, vemos que si u € L'(2) para cualquier
punto x donde el limite aproximado de u existe, entonces hay como mucho un ¢, que
denotamos por u(x), tal que = € 0*{u > t}. En efecto, si t > @(z) se tiene:

1

[{u >t} N By(z)| < ta(z)

| Jutw) - a@)idy = o™
BQ(:B)

por tanto {u > t} tiene densidad 0 en z. Analogamente, si t < @(z) podemos ver que
{u > t} tiene densidad 1 en z. Sea B € B(Q) con H"~'-medida finita y disjunto de
Sy y sea u € BV (). Por 2.43 y por el teorema de Fubini se tiene:

\Dul(B) = /OO M1 B9 [u > £))dt

—00

_ / LY{teR: z o fu> t)})dHY \(z) = 0.
B

Finalmente, si u € [BV(Q2)]"™ observamos que B y S,a siguen siendo disjuntos para
cualquier componente u® de u, por tanto |Du®|(B) = 0 para cualquier « = 1,...,m.
Aplicando 2.6 concluimos. [

El primer teorema que enunciaremos en esta seccién trata sobre la existencia de
trazas de las funciones BV en conjuntos I' numerablemente ¥ ~!-rectificables en el
dominio. También veremos que las trazas proporcionan una representacion de la me-
dida Dul T'. Pero antes de enunciar el teorema introducimos la siguiente terminologia.
Se dice que I es orientada por una aplicacion v : I' — SN~1 sobre conjuntos de Borel,
si Tan™~Y(T',z) = v (x) para casi todo x € T' con respecto de la medida HV 1.

Teorema 2.55 (Teorema de trazas en el interior de conjuntos rectificables). Sea
u una funcion en [BV ()™ y sea T C Q un conjunto numerable HN~1-rectificable
orientado por v. Entonces, para casi todo x € T con respecto a la medida HN 1 existen
uf (), up (x) en R™ tales que:

lim lu(y) — uft (z)|dy = 0,
(2.51) 0B (w0(2))
lim |u(y) — ur ()|dy = 0.

00 B, (wp(x))

Ademds, Dul T = (uft —up) @ vHN LT,

Demostracion. Paso 1.(Existencia de trazas) Si u = xg es la funcion caracteristica de
un conjunto de perimetro finito en {2 se sabe por el teorema 2.45 que casi todo x €
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respecto de la medida HV~! pertenece a (E°U FE U EY). Si z € E° basta tomar
uE(z) = 0y siz € E' se toma uf(r) = 1. Ahora consideremos puntos = € FE, y
recordemos que el conjunto rescalado E, = (E — x)/p converge en L} (RY) cuando
0 — 0 a la funcion caracteristica del semiespacio ortogonal a vg(z). Por la ecuacion
2.40 y por la propiedad de localidad de los espacios de tangente aproximada 1.11 se

deduce que:
ve(z) = +v(x), paraHN ! —ctp ze FENT.

Si vg(z) = v(x) entonces 2.51 se cumple tomando uf (z) = 1y up (z) = 0. Si vg(z) =

—v(z) entonces 2.51 se verifica si tomamos uf (z) =0y up (z) = 1.

Por linealidad u% sigue existiendo en HN"l-c.t.p. en I' si u es una funcion simple
BV | es decir si existe una cantidad finita de ntmeros 21, . .., 2, y conjuntos F1, ..., E,
de perfmetro finito en €2 tales que u = ), zixg,. Por otro lado, por la férmula de
la coérea cualquier funciéon acotada u en BV se puede aproximar por convergencia
uniforme por una sucesion (uy,) de funciones simples BV . Luego uf () estan definido
en cualquier punto z € I' donde todas las trazas (uh)%E estén definidas.

Sea u € BV(Q) y up, = h A (uV —h) la funcién u truncada. Es facil ver por la
definicion de variacion que las funciones u;, € BV (). Consideremos el conjunto de
medida cero L del lema 2.53 y sea M} C I los conjuntos de medida cero donde las
trazas (uh)% no estan definidas. Podemos ver entonces que u% existen en cualquier
punto = € '\ (LUJ,, My,). En efecto, las sucesiones ((u)E (x)) estan ambas acotadas
pues z € Ly |up| < |u|. Denotando por ((uh(k))%(:c)) las subsucesiones convergentes
a los nimeros reales z* podemos estimar:

[ -y [ ) — )l
By (z,v(z))

B (z,v(x))

N
WNQ
L () — @)y + P ango)E @) - 21,
By (z,v(2))
Dividiendo a ambos lados por ¢ y tomando limite cuando ¢ — 0 se obtiene:

lim supg ™~ / [u(y) — =" |dy
e—0 By (z,v(z))

<2limsup oV /
0—0 BZE (z,v(2))N{|u|>h(k)}

2 ) N 1* WN + +
SW llfgljélp o /Bg(z)’u(y)‘ dy + 7’(“h(k))r (z) — 27|

w
[u(y)|dy + 5 (unqw)F (2) — 2|

Como k es arbitrario, pasando al limite cuando k& — oo se concluye que uljf(a;) = 7+
satisface 2.51.

Paso 2.(Representacion de Dul T') Podemos suponer sin pérdida de generalidad
que HV71(T) < oo y que ambas trazas u;t (z),up (x) estan definidas en cualquier punto
xz €T.Sea Diyu = DulLT y Dou = Du— Dyu. Por 2.49 sabemos que Dju < HN"ILT,
por lo tanto por el teorema de derivacién de Besicovitch solo hay que probar que:

i Du(Bu() ;
oy N T B, ~ (@)~ e @)v(@)
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para casi todo x € I respecto de la medida HN~!. Teniendo en cuenta que:

HN (T N By(x))

| Daul(By(x)) = o(¢™ ™), lim N-1

0—0 WN-10

=1,

para casi todo = € I" respecto de la medida H™ ! solo hace falta probar la existencia
de una sucesion infinitesimal (g;) C (0, 00) tal que:

(2.52) tim 2 () — (@) (),

para casi todo x € T’ con respecto a la medida HY~!. Probamos que esto es cierto
para cualquier € T donde |Du|(B,(z))/o™ ! esta acotado cuando ¢ — 0 (por
1.4, la condicion falla solo en subconjuntos de medida cero de 2). Sea z € " con esta
propiedad, por la definicion de uljf la familia de funciones rescaladas u?(y) = u(z+ oy)
converge en L (RV) a

_ uf(x), si(y,v(z) >0,
we(y) _{ uﬁm, si {y, v(x)) < 0.

Como por suposicién sobre x, |Du|(B1) = |Du|(B,) /o™ ! esta acotado cuando ¢ — 0
entonces por la proposicion 2.11 se deduce que (Du?) converge débilmente* en By a
Dw, cuando o — 0. Sea (n;) C (0,00) una sucesion infinitesimal tal que |Du'|
converge débilmente* a alguna medida o en By y sea t € (0,1) tal que 0(0By) =0y
0; = tn;. Por 1.17(b) se tiene:

g DUBa2) _ o DUMBY) _ Den(B)
=0 wy_10; i—oo WN_1tV T WN_1t"V~
Como Dw, = (uft — up)v(z)HN 1L vt(z) se sigue 2.52. O

Sabemos por los teoremas 2.43 y 2.45 que la frontera esencial *E de un conjunto
de perimetro finito E en  es HV~I-rectificable y casi todo punto de 0*E respecto de
la medida H™ ! pertenece a FE. En particular, considerando u = y g esto significa
que el conjunto de discontinuidades S, (i.e. 9*E) es HV~l-rectificable y casi todo
punto en S, respecto de la medida HN~! es un punto de salto aproximado. Esta
afirmacion también es cierta para funciones [BV (€Q)]™ como veremos en el siguiente
teorema.

Teorema 2.56 (Teorema de Federer-Vol'pert). Para cualquier funcion u € [BV ()™
el conjunto de discontinuidades S, es numerablemente HN ~L-rectificable y HN~1(S,, \
Ju) = 0. Ademds, Dul J, = (vt —u™) @ v, HN "1 J, y se tiene que:

(2.53) Tan™ = (Jy, z) = vy (),
Tan™~!(|Dull Jy,2) = [t (@) = u™ (@) [HY " L)

para casi todo © € J, respecto de la medida HN 1.
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Demostracion. Probamos primero que S, es un conjunto numerablemente HN~1-
rectificable. Como S, esta contenido en |J, Sy«, en la prueba de este hecho no es
restrictivo suponer que m = 1. Por la formula de la codrea en BV podemos encontrar
un conjunto numerable y denso D C R de ntmeros reales ¢ tales que {u > t} tiene
perimetro finito en 2 para cualquier ¢ € D. Probamos que:

Su\Lc |Jo{u>t},
teD

donde L es el conjunto de medida cero del lema 2.53. Como las fronteras esenciales
de conjuntos de perimetro finito son H¥ ~!-rectificables, esta inclusiéon prueba que S,
es un conjunto rectificable.

Sea x ¢ L y supongamos que x no estd en la uniéon de conjuntos de la ecuacion
anterior, i.e. o es un punto de densidad 0 o es un punto de densidad 1 de {u > t} para
cualquier ¢t € D. Como:

|{u>t}ﬂBQ(x)] 1 /
t < u(y)|dy,
By(@) one™ g

para cualquier ¢ € D N (0,00). Para ¢t € D suficientemente grande, x es un pun-
to de densidad 0 de {u > t}. Analogamente, si t € D N (—00,0) y —t es sufi-
cientemente grande, x es un punto de densidad 1 para {u > t}. Esto prueba que
z=sup{t € D : {u >t} tiene densidad 1 en x} es un nimero real. Por definicion de
z, {u > t} tiene densidad 0 en x para cualquier t € D, t > z, puesto que D es denso
en R. Un argumento de comparacién prueba que se tiene lo mismo para cualquier
conjunto {u > t} para cualquier ¢ > z. Un argumento similar basado en el hecho que
x & 0*{u > t} para cualquier t € D, prueba que {u < t} tiene densidad 0 en x para
cualquier t < z.

Ahora probamos que z = @(x), para ello definimos E. = {|u — z| > €} y vemos
que:

/ \u—z!dygengN—&-/ lu — z|dy
By(x) EcNB,(x)

1/1*
< ewno +|E.N Bg(x)ll/N (/ lu — z\l*> .
Bo(z)

Dividiendo ambos lados por wx " y teniendo en cuenta que |E. N B,(z)| = o(o")

que x & L se obtiene:

y

h’msup][ lu(y) — z|dy < e.
=0 JB,(x)

Como € es arbitrario esto prueba que x & S,,.

Volviendo al caso general m > 1, podemos probar que H™"(S, \ J,) = 0.
Como I' = S, es numerablemente H™N " -rectificable se puede fijar la orientaciéon T
de S, para obtener por el teorema 2.55 los limites aproximados uff y up definidos
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en casi todo x € I' respecto de la medida HV~!. Por la definicién de J,, cual-
quier punto donde ambos uff y up existen, es un punto de salto aproximado con
(ut(x),u™(x),v,(z)) = (uf(z),up(z)). Luego uf(z) # up(z) ya que x € S,. Es-
to prueba que HV~1(S, \ J,) = 0 y se tiene por lo tanto la identidad 2.53, porque
vy (z) = U(x) es una orientacion de J,.

Probamos ahora la segunda identidad. Por el teorema 2.55 deducimos:
|DuliJ, = |uf —up [ HY T, = ut = [HY T

Por los teoremas 2.43 y 2.45 se obtiene que |Du|LJ, tiene como espacio tangente
aproximado v, (x)* con multiplicidad |ut(z) — u~(z)| para casi todo = € .J, con
respecto la medida HN 1, O

El teorema de Federer-Vol’pert también puede ser usado junto con las proposicio-
nes 2.47(b) y 2.50(b) para concluir la convergencia de las funciones u * p, fuera de
Su \ Ju, y por lo tanto en casi todas partes en el dominio de u respecto de la medida
HNL,

Corolario 2.57 (Convergencia al represente preciso). Sea u una funcién en [BV (Q)]™

y definamos su representante preciso u* : Q\ (Sy \ Ju) = R™ como aquel representante
igual a @ en Q\ Sy e igual a [ut+u~]/2 en J,. Entonces, las funciones uxp. convergen
puntualmente a u* en el dominio.

Notesé que en dimension 1 el representante preciso es un buen representante debido
al teorema 2.20. Ahora examinamos las propiedades de diferenciabilidad en sentido
aproximado de las funciones BV. Primero probamos la siguiente cota sobre el cociente
de la diferencia. Posteriormente obtendremos la diferenciabilidad aproximada por un
argumento de perturbacion lineal.

Lema 2.58. Sea u € [BV(B,(z))|™ y supongamos que u tiene limite aprozimado en

x. Entonces:
[ ot D),

Demostracion. No es restrictivo suponer que z = 0. Supongamos que u es una funcién
suave, entonces para cualquier g € (0, 1) se puede integrar la desigualdad:

_ 1
|u(y) — uley)| é/ Vul(ty)dt,
[yl 0
y por Fubini se obtiene:
_ 1 1
/ u(y)u(gyﬂdyg/ / ]Vu|(ty)dydt:/ tN|Dul|(By,)dt.
r |y| o B, 4

Por un argumento de smoothing basado en el teorema 2.7, esta desigualdad sigue
siendo cierta para cualquier u € BV (B, ). Como 0 ¢ S,, se sigue que:

lim /Br\u(gy) — (0)|dy = lim QN/ lu(z) — (0)]dz = 0.

0—0 0—0 or
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En particular, podemos encontrar una sucesion infinitesimal (g;) C (0,1) tal que
u(0;y) que converge a (0) para cada y € B, con respecto a LY. Por lo tanto, esco-
giendo ¢ = p; en la desigualdad anterior y pasando al limite ¢ — oo, el resultado se
sigue del lema de Fatou. O

A continuacién probamos el siguiente teorema de diferenciacién de las funciones
de variacién acotado debido a Calderén y Zygmund. En efecto Calderén y Zygmund
prueban en [12] que toda funcién de variacién acotada u : RY — C es diferenciable
en casi todo punto en el sentido aproximado. De hecho prueban que es diferenciable
no solo en sentido aproximado sino también en sentido L? con ¢ = N/(N — 1). Para
ello usan la definicion de funciéon de variacion acotada dada por Tonelli en [34] que es
equivalente a la dada en 2.1. Recordamos que una funcion u se dice que es diferenciable
en sentido LY si la métrica usada para calcular el limite en 2.51 es la métrica L.

Teorema 2.59 (Teorema de Calderon-Zygmund). Cualquier funcion u € [BV ()™
es diferenciable en sentido aproximado en casi todo punto de €2 con respecto de la
medida L. Ademds, la diferencial en sentido aprozimado Vu es la densidad de la
parte absolutamente continua de Du con respecto a LN .

Demostracion. Sea Du = D%u + D*®u la descomposiciéon de Radon-Nikodym de Du
en su parte absolutamente continua y su parte singular con respecto a £V, y sea
v € [LY(Q)]™ la densidad de D% con respecto a LY. Hay que probar que u es
diferenciable en sentido aproximado en cualquier punto z¢g € Q\ (S, U S,) tal que
|D%u|(By(wo)) = o(0") cuando ¢ — 0. Por el teorema de derivaciéon de Besicovitch,
casi todo punto en 2 verifica esta propiedad. Para probar entonces que para cualquiera
de estos puntos xg la funcién u es aproximadamente diferenciable basta aplicar el lema
2.58 a la funcion:

w(z) = u(x) — a(zo) — (0(xo), z — x0) ,
para obtener:

N[ ) e sy, ¢ D0
B (o) |z — o t€(0,1) (tr)

Como Dw = [v — ¥(z0)]LY + D?u, debido a la elecciéon de g se tiene:
|Dw|(B,(x0)) = /B ( )|U($) — 0(wo)ldz + | D*ul (By(20)) = o(o").
olZo

Haciendo tender » — 0 en la desigualdad anterior se obtiene la diferencial de u en
sentido aproximado en el punto z¢ y la igualdad Vu(xzo) = 9(zo). O

2.8. Descomposicion de la derivada y propiedades sobre
rango uno

En esta seccién nos centraremos mas detenidamente en el anélisis de la derivada
distribucional de una funcién de variaciéon acotada u. Al igual que en la seccion 2.2
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para funciones de variacién acotada en una variable, podemos descomponer la derivada
distribucional Du en su parte absolutamente continua D%u respecto a £V y en su parte
singular D%u respecto de £V. A su vez, podemos descomponer D*u en su parte de
salto DJu y su parte de Cantor Du. Llamaremos parte difusiva a la suma de la parte
absolutamente continua y la parte de Cantor y la denotaremos por Du. A continuacién
damos la definiciéon formal de D/u y D¢u.

Definicion 2.60 (Parte de salto y de Cantor). Para cualquier uw € [BV(Q)]™ las
medidas:

Diu = D%ul J,, D= DSul (2\S,),
reciben el nombre de parte de salto y parte de Cantor de la derivada distribucional.

Recordemos que Du se anula en el conjunto de medida cero S, \ J, y por la
definicién anterior 2.60, obtenemos la siguiente descomposiciéon de Du:

(2.54) Du = D% + D%u = D% + Du+ D = Du + D’u.
Ademés sabemos por el teorema 2.59 que D% = VulY, donde Vu es la diferen-
cial en sentido aproximado de u. Como .J, es un conjunto numerablemente H¥~1-

rectificable orientado por la direccion del salto v, del teorema 2.55 deducimos que
DJu = Dul J, se puede calcular a partir de v, y de los limites aproximados u*:

(255)  Diu(B)— /B (@)~ (@) @)Y @), VB € BO)

En lo que sigue listamos las principales propiedades de las tres componentes de Du.

Proposicién 2.61 (Propiedades de D%, Diu, Du). Sea u € [BV(Q)]™. Entonces
se tiene que:

(a) D% = Dul_(2\ S) y D*u = Dul S, donde:

S = {ac € Q: lim o |Du|(B,(x)) = oo}.
0—0

St E C R™ es un conjunto de Borel de medida cero entonces Vu se anula en
LN-c.t.p. en u=Y(E).

(b) Sea ©, C S definido como:
O, = {x € Q: lim inf o' V| Du|(B,(x)) > O}.
0—0

Entonces J, C Oy, HVN 1O, \ Ju) = 0 y por lo tanto DIu = Dul©,. En general
Diu = DulLXY para cualquier conjunto de Borel ¥ que contiene a J, y que es
o-finito con respecto a HN 1.

(¢) D°u = Dul (S \ ©,,). Ademds, D°u se anula en conjuntos que son o-finitos con
respecto a la medida HN™1 y en conjuntos de la forma @~ *(E) con E C R™,
HY(E) = 0.
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Demostracion. La primera parte de (a) se sigue del teorema de diferenciacion de
Besicovitch. Respecto de (b) ya se ha visto en el lema 2.54 que J,, C ©,. Denotando
por L : ©, — (0,00] el limite inferior de la definicion de ©,, por el teorema 1.23
sabemos que:

1
(2.56) |Dul {L >1/p} > Z;wN_l'HN_lL{L >1/p},

para cualquier entero p > 1. En particular HVN~1({L > 1/p}) < oo y por la ecuacién
2.50 se tiene también que |Du|({L > 1/p}\ Sy) = 0. Por la ecuacion 2.56 se concluye
que {L > 1/p}\ S, es un conjunto de medida cero respecto H~~!. Teniendo en cuenta
ademas que (S, \ J,) es de medida cero respecto de HV ! se obtiene que HN~1(0,, \
Ju) = 0 haciendo tender p — 0o. Si ¥ C Q es cualquier conjunto de Borel de medida
cero respecto de £V y que ademas contiene J, se ve entonces:

Dul ¥ = Dul_J, + Dul (¥ \ Jy,) = D*ul_J,, + Dul_ (£ \ Sy)
+ Dul_ (XN Sy \ Ju) = DVu+ Dul(X\ S,),
ya que HN71(S, \ J,) = 0. Si ¥ es o-finito con respecto a la medida H" ! podemos
concluir por 2.50 que Dul ¥ = Diu.

Finalmente probamos (c). El resultado de representacion de D°u se sigue direc-
tamente de la ecuacion 2.54 y de las formulas de representacion de D% y DJu. Sea
B C Q un conjunto de Borel o-finito con respecto a la medida HY 1. De las ecuacio-
nes 2.49 y 2.50 se obtiene que |Du| se anula en B\ J, y como Dul_.J,, = 0 obtenemos
que Du(B) =0.Sim =1y B=a"'(E) C Q\ Sy, entonces la proposicion 3,65 de
[6] muestra que O*{u >t} y B son disjuntos si t € E. Si £1(F) = 0 la formula de la
coarea 2.43 nos proporciona:

|Du|(B) = / ’HNfl(a*(u >t)N B)dt = 0.
E
En el caso general m > 1, denotando por:
Ey,={teR: t=zyparaalginz € F}, a=1,...,m,

y observando que L!(FE,) < H!(E) = 0, podemos usar 2.6 para acotar |Du|(a~(E))
por:

S IDuel@ () < 3 IDue (@ (E,)) = 0.
a=1 a=1

En particular, Vu se anula en casi todas partes de %! (E) con respecto de la medida
LN y esto prueba la segunda parte de (a) ya que @ y u coinciden en casi todas partes

en (). O

2.9. Regla de la cadena en BV

Finalmente, para terminar el capitulo veremos en esta seccién como se puede
generalizar el teorema de la cadena para funciones de variacién acotada. Dado un
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conjunto abierto @ € RN, v € [BV(Q)]™ y una funcién Lipschitz f : R™ — RP
se puede probar sin dificultad que v = f o u pertenece a [BV(Q)]” y que ademas
|Dv| < |Du|. Por lo tanto, un problema natural es buscar una especie de regla de
la cadena para funciones BV que relacione Dv, Du y la derivada de f. Sin embargo,
la parte difusiva y la parte de salto de la derivada tienen un comportamiento muy
diferente como veremos. Suponiendo m = p = 1, probaremos que Dv = 1! (ﬂ)Du
Pero para la parte de salto se tendré:

iy 1) = f)

Diu.
ut —u~—

En el siguiente teorema supondremos que f es continuamente diferenciable. Esta su-
posicion serd luego descarta en el teorema 2.63.

Teorema 2.62 (Regla de la cadena en BV). Sea u € [BV(Q)]™ y f € [C*(R™)]P una

funcion Lipschitz que satisface f(0) =0 si |Q] = co. Entonces, v = f ou pertenece a

[BV(Q)]F y se tiene ademds que:

(2.57) Dv =V f(u)Vu LN + V(@) Du = V f (@) Du,
' Div = (f(u") - f(u")) @ v HY "L J,.

Demostracion. Probamos primero que v € [BV(Q)]? y |Dv| < M|Du|, donde M =
sup, |V f(2)| es la constante de Lipschitz de f. Para ello, dado un conjunto abierto
A C Q podemos aplicar el teorema 2.8 a u para obtener una sucesion (uy) C [C°(A)]™
convergente en [L'(A)]™ a u tal que (|Duy|(A)) converge a |Du|(A). Entonces, como
f es una funcion Lipschitz, v, = f(uy,) converge en [L1(A)]P a v y:

Doy (A) —/]Vvh]dx —/\Vf(uh)Vuh|d:r < M/\Vuh\dx— M| Dup|(A).
A A A

Tomando limite cuando h — oo y por la semicontinuidad inferior de la variacion
se concluye que |Dv|(A) < M|Du|(A) y por lo tanto por regularidad exterior de la
medida |Dv| < M|Dul.

Probamos ahora la formula de representacion de Dv. Para ello debemos probar la
relacion:

lim Du(By(o))

Pty m = Vf(a(xo))g(zo),

para casi todo punto zp € '\ S, respecto a la medida |Du| y donde Du = g|Dul|
es una descomposicion polar de Du. Gracias al corolario 1.31, a la proposicién 2.61
y al teorema de diferenciacion de Besicovitch se observa que dado g, casi todo punto
xo € Q\ S, con respecto a la medida |Dul verifica las siguientes propiedades:

(a) zp es un punto de Lebesgue de g, relativo a |Du|, Tan(|Du|,zp) contiene una
medida no cero y |Du|(B,(w0)) = o(o™ 1)

Y

(b) Dv(By(z0))/|Du|(By(zo)) converge a un cierto limite A(xg) cuando o — 0.
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Probamos ahora que A(zg) = V f(@(x0))g(zo). En efecto, sea ¢, = |Du|(B,(x0)), m,
el valor medio de u en B,(xg) y:

+ —my + — f(my,
ul — u(xocg/gjgé)_l m , v2(y) = v(zo Cgi?z)N—l (m )

Consideramos la siguiente normalizacion, |Du?|(B1) = |Du|(By(zo))/c, = 1. Deno-
tamos por 1¢(x) la aplicacion de rescalado (x — xg)/0, por la condiciéon (a) podemos
encontrar una sucesion infinitesimal (g;) C (0,00) tal que |Du?| = Iif(\DuD/chi
converge en sentido débil* en B; a una medida no-cero v cuando ¢ — co. Como xg
es un punto de Lebesgue de g, el teorema 1.32 implica que I;)Z (Du)/c, p; COnverge en
sentido débil* en By a g(xo)v cuando i — oo. Por la desigualdad de Poincaré 2.21 se
deduce entonces:

1
/ e (y)|dy = —— lu(z) — mldz < .
By 0Co By (o)

Como consecuencia, por el teorema de compacidad 2.15, podemos suponer que (u2)
converge en [L'(B1)]™ y en casi todo punto respecto de £V a una funcion u° en Bj.
Por rescalado se ve que Du? = Ijj (Du)/cy, y por lo tanto por continuidad de la
derivada distribucional se tiene que Du® = g(xo)v.

Ahora examinamos el comportamiento de v?. Como |Dv?| < M|Du?|, extrayen-
do otra subsucesion podemos suponer que |Dv? | converge en sentido débil* a una
medida 0 < Mv en B; cuando i — oo. Aplicando el teorema del valor medio a cada
componente de f¢ de f se tiene que:

f(z) = f(my) Z— My

|z —my|
N1 —Vf(mg)w <mw(|z —my) 2

CQ/QN_V

donde w es un modulo de continuidad de todas las funciones V f¢. Por lo tanto:

[0¢(y) = V f(mg)u?(y)] < mw(|u(y)lee/ o™ )ul(y)l,

y la convergencia en casi todo punto de u2 a u respecto de £V y la convergencia de
my a @(xg) cuando ¢ — 0 implican que v% converge en casi todo punto respecto de
LN en By a:

(2.58) 00 = Vf(a(zo))ul.

Por otro lado, como |v9| < M|u?| las funciones son también equiintegrables, por lo
tanto por el teorema de Vitali, (v?) converge a v° en [L'(B)]™. En particular (Dv%)
converge en sentido débil* a Dv? en Bj.

Eligiendo un ¢ € (0,1) tal que v(By) > 0y v(0B¢) = 0 por las propiedades de

continuidad de las medidas de By bajo convergencia débil* y por 2.58 se obtiene:

Du(Bigi(20)) _ . Dv(Big(w0)) |Dul(Bg,(20)) _ .~ Dv(B)

50 [Du|(Byg; (w0)) im0 | Dul(By, (0)) [Dul(Big, (x0)) oo v(By)

_ DBy _ _ Dul(By) B
- W = Vf(u(xo))y(T%)t = V f(a(x0))g(xo).
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Por la condicién (b) concluimos que A(zg) = V f(@(xo))g(xo). Por lo tanto:
Dol (Q\ Sy) = Vf(@)g|Dul(2\ Su) = Vf(@) DuL (2 \ Su) = Vf(@) Du.

Teniendo en cuenta que D/vl (Q\ Su) =0 (ya que por la proposicion 2.47, S, es un
subconjunto de S,) se obtiene que Dvl (2\ Sy) = V f(@)Du. Finalmente, observando
que Dv se anula en los subconjuntos de Borel de S, concluimos la primera identidad
de 2.57.

La segunda identidad de 2.57 es verdad incluso si f no es continuamente diferencia-
ble. Se prueba observando que J, C S, es un subconjunto de S, y por la proposiciéon
2.50:

(0F (), 07 (), vo(2)) ~ (f(uh(2), f(u (), vu()), Vo € Juny,

mientras que f(ut) = f(u~) en J, \ Jp. Por el hecho que (S, \ J,) es un conjunto de
medida cero respecto de HV ! se ve que:

D’y = DvlJ, = DvL(J, N Jy) + Dol (J, N (Sy \ Ju))
= (f(™) = fu7) @ v H T (Jy N )
= (fw") = fu") @ v HY L.

O

Si suponemos que f es una funcién Lipschitz, y que si [ = oo f(0) = 0 en-
tonces gracias al teorema que acabamos de probar sabemos que v = f o u pertenece
a [BV(Q)]P. También acabamos de ver que estas suposiciones son suficientes como
para obtener la representacién de la parte de salto de la derivada distribucional de
v. Sin embargo si dejamos de lado la suposicién de que f es diferenciable en todo
R™ es dificil dar siquiera una interpretaciéon a la primera identidad de 2.57, pues el
rango de u puede estar contenido en regiones donde f no es ni siquiera diferenciable.
Entonces de lo tinico de lo que disponemos es del teorema de Rademacher que afirma
que una funcién Lipschitz es diferenciable en casi todas partes de R™ con respecto
a la medida £™. Como consecuencia, si m = 1 entonces por la proposicion 2.61(a)
vemos que Vu = 0 en casi todas partes respecto de la medida £V en el conjunto de
puntos donde f’(u) no esta definida. Por tanto, considerando w = f’(u)Vu, se puede
ver que se trata de una aplicacion bien definida si consideramos w(z) = 0 cuando f
no es diferenciable en u(z). Analogamente gracias a la proposicion 2.61(c) vemos que
f(u)Du es una medida bien definida pues f/(i) no esta definida en conjuntos de
medida cero respecto de |Dul. Por esto y siguiendo un argumento de smoothing se
puede probar la siguiente regla de la cadena para funciones BV a valores reales.

Teorema 2.63. Sea u € BV(Q) y f : R — R wuna funcion Lipschitz que satisface
ademds que f(0) =0 si |Q] = co. Entonces v = f ou pertenece a BV (Q) y se tiene:

Dv = f'(w)Vull + (f(ut) — f(u ) HN "L Jy + /(@) DCu.
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Demostracion. Como la afirmacion es local podemos suponer sin pérdida de genera-
lidad que || < oo, por lo tanto, las funciones constantes pertenecen a BV (2). Sea la
convolucion fo = f * pe y ve = fe o u. Por el teorema 2.62 se deduce:

(2.59) Dve = flw)Vulh + (f(u) — f(u))) vu HN LTy + fL(@) D u,

para cualquier € > 0. Como |Dv|(£2) son equiacotados y ademéas como (v,) converge
uniformemente a v en {2 cuando € — 0 se obtiene por la proposiciéon 2.11 que v €
[BV(2)]? vy que las medidas (Dwv,) convergen en sentido débil* a Dv. Por otro lado,
fL(t) = [ * pe(t) converge a f' cuando € — 0 en cualquier punto de Lebesgue de f’.
Denotando por F' el conjunto de puntos de Lebesgue de f’, vemos que Vu se anula
en casi todo punto de u~*(R \ F) respecto de la medida £V. Por lo tanto, f!(u)Vu
converge a f'(u)Vu en casi todo 2 respecto de £V. Analogamente, f/(i) converge
a f'() en casi todas partes en ) respecto de |Du| pues |D¢|(a (R \ F)) = 0.
Concluimos tomando limite € — 0 en 2.59 y por el teorema de convergencia dominada.

O]

Para cerrar esta seccién conviene decir que existe una versién mas general de la
regla de la cadena para funciones de variacién acotada probada por L. Ambrosio y G.
Dal Maso en [3]. En esta version u pertenece al espacio [BV ()] y f es una funcion
Lipschitz de R™ — RP. La demostracion de este teorema se basa en la restriccion
de las funciones BV al caso unidimensional y posteriormente usando el hecho de que
la densidad de Dv con respecto a |Du| es dada por el limite del ratio Dv([t,t +
0))/|Du|([t,t + o)) cuando ¢ — 0. Sin embargo, no estudiaremos esta versién maés
general de la regla de la cadena ya que no se necesitaré en el desarrollo de los préximos
capitulos del trabajo.



CAPITULO 3

Funciones especiales de variacion
acotada

En este capitulo estudiaremos el espacio SBV de funciones especiales de variacién
acotada. Este espacio fue introducido por E. De Giorgi y L. Ambrosio en [16] para
estudiar problemas variacionales donde tanto el volumen como la energia superficial
estan involucrados. El objetivo del capitulo es definir el espacio SBV y estudiar pos-
teriormente sus propiedades de cierre y compacidad que serdn de gran importancia a
la hora de estudiar los problemas variacionales formulados en él.

En la primera seccién de este capitulo definiremos el espacio de funciones de va-
riaciéon acotada especiales. Después en la segunda seccidon probaremos los teorema de
cierre y compacidad del espacio. Finalmente en la tercera y tltima seccién probaremos
una desigualdad tipo Poincarré para funciones especiales de variacién acotada. Para
ser mas precisos se tiene la siguiente definicion.

3.1. El espacio SBV

En esta seccién introducimos el espacio de funciones de variacién acotada espe-
ciales. Una funcion de variacion acotada especial es una funciéon BV cuya derivada es
la suma de una medida absolutamente continua con respecto a £V y de una medida
concentrada en el conjunto de salto.

Definicién 3.1 (Funciéon de variacion acotada especial). Se dice que u € BV (Q) es
una funcion de variacion acotada especial en ) y se escribe w € SBV(Q), si la parte
de Cantor de la derivada distribucional Du es cero.

Por las ecuaciones 2.54 y 2.55 vemos que:

(3.1) Du = D%+ Diu = Vull + (ut —u ), HN "1 Ty, Yu e SBV(Q).

Como por definicion Du = D*ul (2 \ S,) se puede decir como apuntabamos al
principio de la seccion que una funciéon u pertenece a SBV (§2) si y solo si Du esté
concentrada en S,,.

99
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Observamos que el espacio de SBV(£2) es un subespacio propio de BV (Q2). En
efecto si 2 C R, la funciéon de Cantor-Vitali es un ejemplo de funciéon que pertenece a
BV ((0,1))\SBV((0,1)), pues la parte absolutamente continua de su derivada es cero,
el conjunto de discontinuidad es vacio pero sin embargo la derivada distribucional es
una medida no nula cuyo soporte es el conjunto intermedio del conjunto de Cantor
ternario (véase [4]). Considerando funciones como la de Cantor-Vitali que dependen
tnicamente de una variable se observa que SBV (2) C BV (Q2) para cualquier conjunto
abierto Q C RY. También se puede ver facilmente que WH1(Q) esta contenido en
SBV () y por la ecuacion 3.1 y el teorema de Federer-Vol'pert 2.56, dado u € SBV ()
se tiene:

(3.2) ue WhH(Q) < HN1(S,) =0.

Para ver que la inclusion es estricta basta ver que la funcion u = yg con |E| < o0
y con perimetro que verifica 0 < P(E,Q) < oo pertenece al espacio SBV ya que
Du = vgHN"ILFE, pero como sabemos u no es una funcion del espacio de Sobolev
Whi(Q).

Como por definicion D°u = D%ul (2 \ Sy), se puede decir que u pertenece a
SBV(Q) si y solo si D%u se concentra en S,. Por lo general, se tiene el siguiente
resultado.

Proposicion 3.2. Cualquier v € BV (Q2) pertenece a SBV () si y solo si D*u se
concentra en un conjunto o-finito con respecto a HNL

Demostracion. Si u € SBV () entonces D%u = D7u se concentra, por definicién, en
Jy,. Por el teorema de Federer-Vol'pert, J,, C S, es numerablemente H¥ ~!-rectificable,
luego o-finito respecto de la medida HV 1.

Para probar la implicacion opuesta, recordamos que por la proposicion 2.61(c),
la parte de Cantor de la derivada distribucional se anula en cualquier conjunto de
Borel o-finito con respecto HV 1. Por lo tanto, si D*u se concentra en un conjunto
de estas caracteristicas entonces la parte de Cantor de la derivada distribucional debe
Ser cero. ]

Corolario 3.3. SBV(Q2) es un subespacio cerrado de BV ().

Demostracion. Sil es finito o numerable, u; € SBV(Q) para cualquier i € I'y >, u;
converge a u € BV(§) en norma BV, entonces Du = ), Du;. Como ), D%; es
absolutamente continua con respecto a LV y >, D%u; es singular, se tiene:

D% = Z D%;, D’u= Z D%,
el el

y puesto que D®u se concentra en | J; Sy,, concluimos que u € SBV (Q2). Esto prueba
que SBV(2) es un subespacio cerrado de BV (£2). O

Se ha visto que WhH1(Q) € SBV(Q) C BV(Q) y que ambas inclusiones son estric-
tas. En efecto, el espacio SBV(§2) contiene funciones “Sobolev a trozos” en un sentido
débil como podemos ver en la siguiente proposicion.
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Proposiciéon 3.4. Sea Q C RN un conjunto abierto, K C RN un conjunto cerrado
y supongamos que HN 1K N Q) < co. Entonces, cualquier funcion u : Q — R que
pertenece a L= (Q\ K)NWHL(Q\ K) pertenece también a SBV () y satisface ademds
HN-1(S, \ K) = 0.

Demostracion. Para cada h € N, h > 1, existe una cantidad finita numerable de bolas
Bip,i=1,...,ny, con radios r;, < 1/h, tales que:

np Nh
Qp = U Bz’,h D KN, ZwN_lTﬁl_l < oN-1 ['HNil(K N Q) + 1] .
=1 =1

Por subaditividad del perimetro se deduce que P(Qy, Q) < (Nwn2V 1wy 1) [HN "1 (KN
Q) + 1]. Luego considerando:

| ou(z), sizeQ\Qy,
uh(x)—{ 0, siz e QNQy,

y por el teorema 3,84 de [6] con E = )}, se obtiene que u, € BV () y ademés que:

N2N71
S N | [HY K N Q)+ 1]

Dup|(©) < / V| dz +
O\K

La cota uniforme en 3, 7~ implica facilmente que |Qp,| — 0 cuando h — oo, luego

(up,) converge a u en L'(€), la semicontinuidad inferior de la variacién implica que
u € BV(Q) y que:

2N71

N
| Dul(Q) g/ |Vu|dﬂc+w7wN ull o [HYHE N Q) +1].
\K N

Q

Finalmente, la parte singular de Du tiene soporte en K puesto que u € WH1(Q\ K),
por lo tanto la proposicion 3.2 implica que u € SBV (2). Por la ecuacion 3.2 se obtiene
que la interseccion de S, con Q\ K es despreciable respecto de la medida HN-L O

3.2. Teoremas de cierre y compacidad en SBV

En esta seccién enunciaremos y probaremos los dos resultados fundamentales del
capitulo, un resultado de cierre y otro de compacidad del espacio SBV. Para tener
compacidad de sucesiones minimizadoras en el espacio SBV es esencial conocer la
topologia para la cual el limite u de una sucesion (up) C SBV () sigue perteneciendo
al espacio SBV (£2) posiblemente bajo condiciones adicionales sobre la sucesion. Como
el teorema 2.15 proporciona un resultado de compacidad con respecto a la topologia
débil*, estamos interesados en buscar condiciones adicionales sobre la sucesién mi-
nimizadora de modo que su limite en el sentido débil* pertenezca al espacio SBV,
pues por el teorema 2.8, el cierre débil* del espacio WH1(2) es todo BV (Q). Este
hecho sugiere la necesidad de considerar cotas sobre las derivadas D%y, y Duy,. La
suposicion natural es que |Vup| sea equiintegrable, esto fuerza segin el teorema de
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Dunford-Pettis a que cualquier limite de D®uy y de |D%up| sea absolutamente con-
tinuo respecto de £V. Por la proposicion 1.6 esta suposicion es equivalente a que
Jo ©(|Vup|)dz sea uniformemente acotado con respecto a h para alguna funcion ¢(t)
con crecimiento mayor que lineal cuando ¢ — oo. La suposiciéon sobre D’ uy, es andloga:
fJ“h 0(Juy — u;, [)dHN ! tiene que ser uniformemente acotado con respecto a h para

alguna funcion 6(t) que satisface 0(t)/t — oo cuando ¢ — 0.

A continuacién enunciamos los dos resultados fundamentales del capitulo y luego
procedemos a la demostracion.

Teorema 3.5 (Cierre de SBV). Sean ¢ : [0,00) — [0,00] y 6 : (0,00) — (0, 0]
funciones crecientes semicontinuas inferiormente y supongamos ademds:
o(t) o(t) _

(3.3) im0 ~ =00, lim; o e

Sea Q C RN, un conjunto abierto y acotado, y sea (up) C SBV () un sucesion tal
que:

(3.4) sgp{/ggp(|Vuh|)dfv+/Juh O(|u; —u;|)dHN_1} < 0.

Si (up,) converge a w en sentido débil* en BV (S2), entonces uw € SBV (), el gradien-
te aprozimado Vuy converge en sentido débil a Vu en [LY(Q)]YN, Diu;, converge en
sentido débil* a Diu en Q y:

(3.5) /@(|Vu])dx < lim fnf/ o(|Vug|)dz, sie es convezxa,
9] h—o0 QO
(3.6) / O(jut —u|)dHN L < Jim inf/ O(|u) — uy, )dHN 1,
Ju — 00

up

st 0 es concava.

Teorema 3.6 (Compacidad en SBV). Sean ¢,0 y Q C RN como en el teorema 3.5.
Ademds, sea (up) C SBV(Q) una sucesion que satisface 3.4 y supongamos que ||up|| o
es uniformemente acotado en h. Entonces existe una subsucesion (upy)) que converge

en sentido débil* en BV () au € SBV(Q).

Una vez enunciado los dos teoremas pasamos a probarlos siguiendo esencialmente
la prueba dada por G. Alberti y C. Mantegazza en [29] la cual es una simplificacion
de la dada por L. Ambrosio en [2], que utiliza como principal herramienta la regla de
la cadena en BV. Dada cualquier funcién 6 : (0,00) — (0, 00) se define entonces ||?||,
como:

¥y = SHP{W : s, t ER, s # t}, Vi € Lip(R).
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Si t/0(t) esta acotado en (0,1] y ¥ € W1(R), se puede estimar el supremo usando
el hecho que v esta acotado si s —t| > 1 o que ¢’ esta acotado si |s —¢| < 1 para
obtener:

t
1lle < 7oy 11l + sup Vo V€ WHE(R).
Por lo tanto, podemos estimar || - ||, por ¢(0) || - [[yy1.00(r)- En el siguiente lema exami-
namos el valor de || - ||, bajo el rescalado de la variable independiente.

Lema 3.7. Sea 0 : (0,00) — (0,00) una funcion creciente que satisface 6(t)/t — oo
cuando t — 0 y sea v € WH(R). Para o0 > 0, sea 1,(t) = v(t/0). Entonces, o|[v,ll,
es infinitesimal cuando o — 0.

Demostracion. Por el cambio de variable t' = /o y s’ = s/p obtenemos:

V() = Po(t)] ely(s") =~
QH#@H9==qup44£44———f?—f=:supgj———lf——é—n-

st O(s =) s B(ols’ — 1))
La tltima expresion se puede acotar utilizando la cota de 7 si |s' — /| > 1 o la cota
de +' si s — /| < 1 para obtener asi:

oT /
0|ltolly < Ve + sup —— ||y
el < gy e+ 300 55 I
Como t/00 cuando t — 0 queda probado el lema. O

A continuacion, vemos que para @ concava, se tiene que || - ||, puede utilizarse para
obtener por dualidad la siguiente formula de representacion.

Lema 3.8. Cualquier funcion concava creciente 6 : (0,00) — (0,00) es subaditiva y
satisface:

O(|s —t|) = sup M, Vs, t € R, s #t,

vex ¥l
donde X = {¢p € C*(R) : ¢/ € C.(R), ¢ no constante}.

Demostracion. Suponemos primero que #(04) = 0 y usando la definicién de concavi-
dad se concluye sin dificultad la subaditividad.

Se puede comprobar facilmente que [|1) * pe||, < ||¢]|, para cualquier ¢ € Lip(R),
donde (pe)eso es una familia de mollifiers como hemos visto en los capitulos anterio-
res. Ademas la aplicacion f — | f|, es semicontinua inferiormente con respecto a la
convergencia puntual luego se concluye que |9 * pc||, converge a [|9||, cuando € — 0.
Como consecuencia, el supremo no crece si consideramos las funciones no constantes
¢ € Lip(R) tales que Vi) = 0 en casi todo punto con respecto a la medida £ fuera
de un conjunto acotado. Ademaés, un simple argumento de truncado prueba que el
supremo es el mismo si consideramos todas las funciones Lipschitz no constantes, que
denotaremos por Lip*(R).
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Por invarianza bajo traslaciones, solo hace falta probar:

t
o(t) = Sup{ WOL. ) e Lip* ), (0) = 0}, Vi > 0.
141l
La desigcarlualdad > se sigue directamente de la definicion de || - ||y. Para t > 0y

e >0, sea (t) = 6(t + €) — O(e), entonces por la concavidad de 6 se tiene:

V) —¥(s) _ 0t +e) —0(s+e) _0(e) =0(c/2) ., _
t—s t—s - €/2 T ,

por lo tanto, ¥¢ es una funcion Lipschitz en [0, 00). La extension par de 9¢ a todo R se
denotaréd también por 1€ y vemos que se trata de una funcién Lipschitz que satisface:

[9(8) = ¥ (o) = [ (Jt]) — ¥ (IsDI = 16(]¢] + €) = O(ls| + e)] < O([[t] — Isll) < O(]t — s)),

y esto prueba que |[¢||, < 1. Como #(04) = 0y 6(t) > 0 para cualquier ¢ > 0,
¢ € Lip*(R) para e suficientemente pequeno. En particular:

WOl g _ o) > dempye(t)) =
sup FOL e i (R).0(0) = 0} > tio<(0)] = 000,

En el caso general aproximamos 6 por debajo por una sucesién de funciones crecientes
0r(t) = 0(t) A kt para obtener que todas estas funciones son subaditivas y que:

sup W(s) —¢(t)’ > sup |¢(8) _w(t” :ek(‘s_ﬂ),
vex 1Pl vex (¥l
puesto que [| - ||y < [|-[|y, . El resultado se sigue haciendo tender & a infinito. O

La principal dificultad a la hora de probar el resultado de cierre del espacio SBV es
ver que bajo las condiciones impuestas no apareceré en el limite una parte de Cantor
de la derivada. Para ello, la idea no es solo estudiar Du pero también D1(u), donde
1 : R — R es una funcién Lipschitz. Entonces, por la regla de la cadena en BV la
medida o, = D1p(u) — ¢/ (u)VuLl® se puede representar por:

(3.7) oy = DIp(u) + DY(u) = (W(uh) = (u))HY Ty + ¢ (@) Dou

Por la definicion de |4, si v € SBV(R) entonces la variacion total de o, se puede
acotar por |9y 1 con p = O(|ut —u~[YHN"LL J,. Por otro lado, si u ¢ SBV(R), es
decir si [Du|(2) > 0 y ademas si 6(t)/t — oo cuando ¢ — 0 entonces no se puede
tener una cota de este tipo. Por ejemplo si tomamos 6§ = 1 esto implicaria un cota
puntual de 9'(@) por las oscilaciones de 1) en R y esto es imposible.

Ya estamos en disposicién de probar el siguiente teorema de caracterizacion de
funciones en SBV con el que posteriormente probaremos la convergencia débil del
gradiente aproximado en el teorema 3.5.

Proposicién 3.9 (Caracterizacion de las funciones SBV). Sea Q C RY un abierto
acotado y sea 6 : (0,00) — (0,00) una funcion creciente que satisface 6(t)/t — oo
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cuando t — 0. Sea u € BV () y supongamos que existe una funcion a € [L*(Q)]N y
una medida positiva finita u en 0 tal que:

(3-8) | Dy (u) =o' (w)al™| < [Wllgp, Yo € WE2(R) N CH(R).

Entonces u € SBV (), a = Vu en casi todo punto en Q respecto de la medida LV,
y si 0 es concava se tiene ademds que p > 0(|ut — u=YHNILJ,.

Por otro lado, si p € SBV(Q) y si [; O(ju™ — u” NAHN 1 < oo entonces la
ecuacion 5.8 se verifica con a = Vu y p = 0(jut —u" YHN 1L J,.

Demostracion. Por los comentarios anteriores se comprueba que la ecuacion 3.8 se
cumple con a = Vu y p = 0(jut —u YHN"1LJ, si u € SBV(R). La implicacion
opuesta se prueba en tres pasos: suponiendo que la ecuacion 3.8 es cierta para algtn
a, i primero probamos que a = Vu, luego el hecho de que la parte de Cantor de la
derivada es nula y finalmente la cota inferior de u.

Paso 1. Afirmamos que a(xg) = Vu(zp) para cualquier punto de Lebesgue z
de a y u, donde u es aproximadamente diferenciable y u(B,(xo))/0" esta acotado
cuando ¢ — 0. Por 1.4 y por el teorema de Calderén-Zygmund 2.59, casi todo zg € §2
verifica estas propiedades y por lo tanto a = Vu. Para probar la igualdad, sea ug(y) =
(Vu(zo),y) v fijemos una funcion v € C}(R) que coincide con la identidad en ug(Bi)
y otra funciéon no-cero positiva ¢ € C!(By). Rescalando v y ¢ consideramos:

Golt) = (’f‘“(”“"”) L dela) = ¢ ( el

0 %

Primero vemos que:

[Pollg (B (x ))_ 1(Bo(x0)) _

N—1 QH¢@H97N =0,

) lim
(3 9) Ql—>0 0

debido al lema 3.7. Ahora haciendo un cambio de variable se tiene:
1 _ _
Jyrtervoota =g [l (HEHE) v (222 o
= @Nl/ V(uo(y))Veo(y)dy,
B1
donde u,(y) = [u(xo + 0y) — u(xo)]/ 0. Por otro lado:
[ b epdo == [ oy@aDi,)
Q
== | GpdlDyn) — )£ = [ dpatl(wo
=o(e"1) — o 1/ w(y)a(zo + oy)y (uy(y))dy,
B1
ya que 3.8 y 3.9 implican:

\ [ oDt - awg(u)ﬁN]’ < el ol 1(Bo(ao)) = o™ ).
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Comparando las dos expresiones de fQ )o(u)Vpdx, vemos que:

/ (1o () Vo) dy = — / o()alzo + ov) (ue(y))dy + o(1)
B By

T /B p(y)a(zo)y (up(y))dy + o(1),

ya que ¢ y v estan acotadas y xp es un punto de Lebesgue de a. Ahora tomando
limite cuando ¢ — 0 y por la convergencia L' de u, a ug se obtiene:

[ ATy = [ ewateor )iy
Finalmente, por integracién por partes se tiene que:
Vu(ro) ~ a(ao)] | tuo(u))e(u)dy =0
Como 7' =1 en el rango de g concluimos que Vu(zg) = a(zo).

Paso 2. Por la ecuacion 2.57, la parte absolutamente continua D%i)(u) de D (u)
con respecto a LY es ' (u)VuLl™. Por lo tanto, por 3.9 y por el paso 1 deducimos
que:

(3.10) |D*p(u)] < |[$llgn, Vi € Whe(R)NCH(R).
Restringiendo ambas medidas al conjunto £ = 2\ S, y por 2.57 obtenemos:
[ (@)||Dul < [[9llg pt B, Ve € WE2(R) N CH(R).
Escogiendo L (t) = sin(t/€) y ¥2(t) = cos(t/€) se obtiene que:
Jsin/e)[Dul < [l B, leos(@/e)||Dul < [y B
y como [sint| + |cost| > 1 para cualquier ¢ € R se sigue que:

D%l < € (|[oely + [02]ly) B

Tomando limite cuando € — 0 y usando de nuevo el lema 3.7 se obtiene |D| = 0,

es decir, u € SBV(Q).

Paso 3. Restringiendo ambas medidas en 3.10 al conjunto J, y por el teorema 2.63
se tiene DY (u) = 0, por lo tanto:

[W(ut) = (uT)[HN T Ty = (DI (u)] < ([Pl Jus Vi € WHS(R) N CH(R).

Sea X como en el lema 3.8, se ve que X es un subespacio separable de W1 (R),
pues, por definiciéon cualquier funcion en X pertenece a C.(R). Sea D un subconjunto
numerable denso de X, tomando en cuenta la nota 1.19 y el lema 3.8 se obtiene:

g [0 ] [y S0 g
- yeD 1%l b YeD 191l b
= | sup () = p()l HN T, = 0(lut —uw VRV
vex 1¥1lg
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Ya estamos en disposicion de probar los resultados de cierre (teorema 3.5) y com-
pacidad (teorema 3.6) del espacio SBV ().

Demostracion teorema 3.5. Remplazando 6 por 8 A p y haciendo tender p — oo po-
demos suponer que 0(t) < oo para cualquier ¢ € (0,00). Como ¢ tiene un crecimiento
mayor que lineal en el infinito, la proposicion 1.6 muestra que las funciones |Vuy| son
equiintegrables en Q. Por el teorema de Dunford-Pettis y por el teorema 1.14, podemos
asumir, extrayendo posiblemente una subsucesion, que (Vuy) converge débilmente a
una funcion a en [L'(Q)]Y y que las medidas:

Hh = 0(|uft - u}:‘),HN_lL‘]uhv

convergen en sentido débil* en € a alguna medida finita positiva p. Probemos que
u satisface la condicién 3.8 de la proposicion 3.9. Para ello primero probamos que
V! (up,) Vuy, converge débilmente a 1’ (u)a en [L' ()] para cualquier funcion Lipschitz
1 € C1(R). Para comprobar esta propiedad basta escribir:

&' (un) Vup = [(¢'(up) — ¢ () Vg ] + ' () Vg,

y usar el teorema de convergencia dominada de Vitali para concluir que el término
entre paréntesis tiende a 0 en norma L', y por lo tanto:

lim [ ¢ (up)Vup, dz = lim /gm//(u)Vuh da::/gmp/(u)adaz,
QO h—o0 (¢} Q

h—00

para cualquier ¢ € L°°(£2). También por el teorema 2.62 las variaciones totales
| D9 (up)|(£2) estan equiacotadas, luego la convergencia L' de v(uy) a ¥ (u) implica la
convergencia débil* de Dy (up) a Dy(u). En particular:

(3.11) Jim Dy (up) — Y (up)Vup LY = Dyp(u) — o' (u)al .

Ya estamos en disposicién de probar la condicion 3.8. Sea (h(k)) una subsucesion tal
que las medidas

| Dt (upnr)) — o' (une)) Vung £

convergen en sentido débil* a una medida positiva ¢ en §2. Tomando en cuenta 3.11 y
la proposicion 1.17(b), pasando al limite cuando k& — oo en:

| DY (un)) — &' (i) Vung LY < 101l ta)»

obtenemos:

[DY(u) — ' (w)al™| < o < [[9]lg inry-

Por la proposicion 3.9 se obtiene que v € SBV(£2), ademés como a = Vu, se sigue la
convergencia débil del gradiente. En particular D®uy, converge en sentido débil* en §2 a
D%u, por lo tanto, DI, = Duy, — D%uy, converge en sentido débil* a Du— D% = Diu.
Si ¢ es una funcion convexa y creciente, entonces w — [, ¢(|w|)dx es convexa en
[LY(2)]V. Como este funcional es fuertemente semicontinuo inferiomente (por el lema
de Fatou) también es débilmente semicontinuo inferiormente y esto prueba 3.5.

Finalmente, 3.6 es una consecuencia directa de la convergencia de pup a p y de la
desigualdad p > 0(|ut — u=YHN 1L J,. O
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Demostracion teorema 3.6. Sea M el supremo de |lup||,,. Por 3.3 podemos encontrar
a€eRy pe(0,00) tal que:

ot) >t+a, Vtel0,00, O(t) > Bt Vte (0,2M].

Estas desigualdades implican:

| Dup|(©) :/\Vuh\dx—i—/ it = |a N
Q Ju

h

1 _ _
§/<,0(|Vuh|)d:n—oz|(2+/ 0(|u) — uj, |)dHN L
Q B,

Esto prueba que las variaciones totales | Duy |(£2) estan equiacotadas, luego por el teore-
ma 2.15 existe una subsucesion (uyx)) que converge en L (Q) a u € BVe(£2). Como
Q esta acotado y [lup || +|Dup|(€2) son equiacotadas, se sigue que u € L (), upp) —
uen L'(Q) y |Dul(€2) < oo. Por lo tanto, (uyk)) converge en sentido débil* a u en Q
y por el teorema 3.5 concluimos que u € SBV (). O]

3.3. Teorema de Poincaré en SBV

En esta dltima seccién del capitulo estudiaremos el comportamiento de funciones
u de variacién acotada especiales en bolas B tales que la medida del conjunto de
discontinuidades (i.e., H¥~1(S, N B)) es pequeiia respecto de la medida de la bola.
En particular probaremos una desigualdad de Poincaré modificada para funciones en
SBV.

Por lo general no es posible acotar las oscilaciones de u en norma L? Gnicamente con
la norma LP del gradiente Vu, obviando la parte de salto de la derivada distribucional.
Para € < 1, basta considerar una funcion idénticamente cero en B; \ B, y que tome
un valor constante muy grande en B.. Este caso muestra que no hay posibilidad de
tener una desigualdad de tipo Poincaré que solo involucré Vu por muy pequenio que
sea el conjunto donde se produce el salto sin antes truncar la funciéon para excluir el
fenémeno que hemos descrito antes.

Sea B C RY la bola y u : B — R una funcién medible, se define entonces:
us(s, B) = inf{t € [—o0,00] : |[{u < t}| > s},

para cualquier s € [0, |B|]. Es facil ver que m = u.(|B|/2, B) es una mediana de u, es
decir, m verifica:

B B
|{u<t}|§|2|, Vit < m, |{u>t}|§|2|, vVt > m,

y es el niimero mas pequenio con esta propiedad. Denotando por 5 la constante de la
desigualdad isoperimétrica 2.26, y suponiendo:

)N/N—l - @7

(3.12) (2vsHY (5. N B) 5
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se define entonces:

{ 7 (u, B) = us (295 HN 1S, N B)M/WN-Y B) |

(3.13) *(u, B) = u. (|B| - [23HY"1(8, N B}V, B)

Por la desigualdad 3.12 vemos que 7~ (u, B) < m < 71 (u, B) para cualquier mediana
m de u en B. Seguidamente, enunciamos la siguiente desigualdad tipo Poincaré en
SBYV probada por E. De Giorgi, M. Carriero y A. Leaci en [17].

Teorema 3.10 (Desigualdad de tipo Poincaré en SBV). Sea B una bola de RY,
u € SBV(B) y1 < p < N. Si se verifica la condicion 3.12, entonces la funcion
u=1"(u,B)VuAT"(u, B) satisface |Du|(B) < 2 [5|Vu|dz y ademds:

(3.14) </B|u_mp*>1/p - 2751) (/|W|p>1/p’

para cualquier mediana m de u en B.

Demostracion. Sumando una constante a la funcién u si es necesario podemos suponer
que m = 0. De ahora en adelante, denotaremos por 77, 7~ los ntimeros 71 (u, B), 7~ (u, B).
Por el teorema 2.63 se sabe que u € SBV (B), ademas el teorema 2.47(c) implica que
Sz C Sy Recordando también que por la propiedad local de la diferencial en sentido
aproximado se tiene que Vu(zr) = Vu(x) para casi todo € {u = u} con respecto la
medida £V mientras que Vi = 0 para casi todo = € {u # u} con respecto a la medida
LN luego se tiene:

Du|(B):/|Vud:1:+/ @t —a |[dHN !
B i

u

(3.15) < / Vuldz + (r+ — 7 yHN"1(S, N B).
B

De la férmula de la coarea para funciones BV y de la desigualdad isoperimétrica 2.31
se obtiene:

\Du|(B):/_OO P({u>t},B)dt:/T P({u > t}, B)dt

0 T
> 715 !/{ugt}y(Nl)/thJr/o {u > t}| N DNae|

Por definicion de 7%, se tiene entonces que:

|{u<t}| "N > 01N, N B), Ve (77,0),
{u > t}| NIV > 00 4N-1(S, N B), Vte(0,77),

por lo tanto 2(7F — 77 )HN=1(S, N B) < |Du|(B), luego de 3.15 se deduce:

(7T = )YHN"Y(S, N B) < / |Vu|dz.
B
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Usando de nuevo 3.15 se puede acotar |Du|(B) por 2 [5|Vu|dz. Por la desigualdad
de Poincaré 2.27 se concluye:

1/1*
(3.16) </ alt dx) < ~s|D|(B) < 2%/ \Vu|dz.
B B

Esto prueba el teorema para p = 1. Si 1 < p < N, suponemos que u es acotado y
consideramos v = |u|?" u con ¢ = p(N —1)/(N —p), observando que 0 es una mediana
de v:

T+(’U5B) = (T+(uvB))qa T_(U>B) = _(_T_(u’ B))qv

usando la ecuacién 3.16 para v y por la desigualdad de Holder se obtiene 3.14. El caso
general se deduce por un argumento de truncamiento. O



CAPITULO 4

Existencia y regularidad de las
soluciones de problemas de
discontinuidad libre

En este ultimo capitulo estudiaremos una clase de problemas variacionales co-
nocidos como problemas de discontinuidad libre. La terminologia de “problemas de
discontinuidad libre” fue acunada por E. De Giorgi en [15] para indicar la clase de
problemas variacionales que consisten en la minimizacién de un funcional que involu-
cra tanto una energfa volumétrica como una energia superficial y que depende de un
conjunto cerrado K y de una funcion u generalmente suave fuera de K. El conjunto K
no esté fijado a priori y por lo general tampoco es una frontera. Por lo tanto, esta clase
de problemas es diferente de la de los problemas de frontera libre, en consecuencia, se
necesita un nuevo enfoque. Las funciones de variacion acotada especiales han sido de
gran utilidad para estos problemas ya que como veremos son el marco adecuado para
su formulacién débil y para la regularizacion de las soluciones del problema “relajado”.

En la primera seccién introduciremos informalmente algunos de los problemas de
discontinuidad libre més conocidos. En particular, veremos el problema de los conjun-
tos con curvatura media prescrita, el de particién 6ptima y el de la segmentaciéon de
imégenes Mumford-Shah. En la seccion dos y tres del capitulo probaremos la existencia
v la unicidad de las soluciones de una clase particular de problemas de discontinuidad
libre cuyo modelo es el funcional de Mumford-Shah:

J(K,u):/ [1Vul® + au—g)?] do -+ Y (K N Q).
O\K

donde © C R es un conjunto abierto, K € RY un conjunto cerrado, g € L?(Q) N
L>®(Q) y «, 8 son parametros estrictamente positivos. El problema de Mumford-Shah
consiste en minimizar el funcional anterior entre todos los pares los pares (K, u) con
K un subconjunto cerrado de RY y u € C'(Q\ K). Aunque para el problema en
dos dimensiones existe una prueba directa de la existencia de un minimizador (véase
[30]), sin embargo, los métodos directos habituales del célculo de variaciones no se
aplican facilmente para este problema. Esto es debido a que no existe una topologia
sobre los conjuntos cerrados que garantice la compacidad de la sucesién minimizante

71
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y la semicontinuidad inferior de la medida HY~!. Es por ello que introduciremos el
funcional “relajado™

(4.1) F(u) = /Q\S {\Vu|2 + a(u — g)ﬂ dx + B/HNfl(Su), u € SBV(Q),

para el cual, por los resultados de cierre y compacidad en SBV del capitulo anterior,
se obtiene facilmente la existencia de un minimizador. El punto clave de estas dos
secciones y también del capitulo, consistird en probar que si u es una minimizador
entonces para cualquier x € S, y para cualquier bola B,(x) C €, con g suficientemente
pequeno, se tendra la siguiente cota inferior de densidad:

(4.2) HV (S, N By(x)) > 900,

donde ¥y = ¥9(IN) es una constante estrictamente positiva que tnicamente depende
de la dimensién del espacio ambiente. Como consecuencia inmediata de esta cota se
deducira que si u € SBV () y si se verifica la condicion anterior entonces:

HYHQN S, \ S,) =0.

Con este tltimo resultado probaremos que u tiene un representante @ € C1(Q\ S,,) y
que el par (Sy, @) es en efecto un par minimizante del funcional .J. Una vez obtenido un
minimizador u, es natural investigar qué regularidad se puede esperar para el conjunto
de discontinuidades S,,. Para ello, en la altima seccién demostraremos la férmula de la
primera variaciéon del area y recordaremos algunos hechos bésicos sobre la curvatura y
finalmente se estableceran las ecuaciones de Euler-Lagrange y se probarén propiedades

de regularidad de u en S,.

4.1. Introduccién a los problemas de discontinuidad libre

A continuacion, en esta seccién damos tres ejemplos de problema de discontinuidad
libre, que son: el problema de conjuntos con curvatura media prescrita, el problema
de particién 6ptima y el problema de segmentaciéon de imagenes de Mumford-Shah.

4.1.1. Conjuntos con curvatura media prescrita

El problema maés sencillo donde energia volumétrica y superficial compiten es el
problema con curvatura media prescrita:

mbln{/ g(x)dx +HN"YOE) : EC }RN},
E

donde g € L'(RY) es dado. En este problema, si ¢ < 0 en alguna regién F, entonces
los dos términos tendrén signo opuesto, y por lo tanto, si F' no es demasiado irregular,
el conjunto E solucién contendré a F'. La terminologia del problema se puede entender
a través de la primera variacién: si g es una funcién continua en un punto regular x
de OF y E minimiza el funcional, entonces se tiene la ecuacion:

H(z) = g(z)ve(x),

donde H es la curvatura media de OF y vg es la normal exterior de E.
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4.1.2. Particion 6ptima

Una generalizacién del problema anterior es el problema de particiéon 6ptima. Dado
Q CcRY y g e L>®(Q), estudiamos el problema:

min{’HNl(K N+ a/ lu — g\2daz},
O\K

Ku

donde K ¢ RY es un conjunto cerrado y u es una funciéon constantes en las compo-
nentes conexas de Q \ K. La solucion de este problema de minimizacién corresponde
a la funcion constante a trozos que mejor aproxima g, con un control del area total
del conjunto de discontinuidades K. Es evidente que dado K el valor de u en cada
componente conexa sera el valor medio de g en Q\ K, y viceversa, conocido u el con-
junto K sera el conjunto de discontinuidades de u. Luego las variables K, u pueden
reducirse a una sola. Por lo tanto, reformulando el problema en el espacio SBV ()
queda:

min{HN_l(Su) + a/ lu — g\Qd:U},
w Q

para cualquier funciéon constante a trozos u € SBV (2).

4.1.3. Problema de segmentacion de imagenes de Mumford-Shah

El problema de particién 6éptima es el caso limite del problema quizés mas popular
de discontinuidad libre ques consiste en minimizar el conocido funcional de Mumford-
Shah:

mf{J(K,u) : K C Qcerrado,u € C'(Q\ K)},

donde J esté definido por:
J(K,u) = / [1Vul? + a(u— g)?] dw + HV (K N ),
O\K

donde € es un conjunto acotado en RV, o, 3 > 0 estén fijos y donde g € L>°(Q). Este
problema de discontinuidad es en cierto sentido canénico pues involucra dos objetos
clasicos en matematicas: la integral de Dirichlet y el funcional de area. Haciendo tender
f — oo el problema converge (en el sentido variacional de I'-convergencia , ver [6]) a
un problema de particiéon 6ptima.

Al igual que en el problema de particiéon 6ptima, se puede reducir las variables K
vy u a una sola. Por ejemplo, si conocemos el conjunto K entonces u seré la soluciéon
del problema variacional en el espacio de Sobolev W12(Q\ K):

u

min{/Q\K {|Vu|2 + a(u — 9)2] dr : ue WH(Q\ K)}
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Sin embargo, no es facil minimizar J por el método directo del célculo de variaciones
pues no existe una topologia en los conjuntos cerrados que asegure la compacidad de las
sucesiones minimizantes y la semicontinuidad inferior de las medidas de Hausdorff. Por
otro lado, se podria pensar en u como definido en todo 2 y permitir que sea discontinua
a lo largo de conjuntos (N — 1)-dimensionales, es decir u € BV (Q) N Wh>*(Q\ K),
con K = S,. Sin embargo BV (£2) es un espacio demasiado grande y existen funciones
que son densas en L2(Q) tales que Vu = 0 en casi todas partes respecto de la medida
LN y HN=1(S,) = 0. Por lo tanto, J(Sy, u) se reducird al término a [,|u — g’ dx para
estas funciones, y este funcional puede ser arbitrariamente pequeio sin importar el g
fijado. En lugar de esto, es posible dar una formulacion débil significativa en SBV del
funcional J. Considerando u € SBV (), entonces tenemos la siguiente formulacion
débil del funcional J:

Fy= [ [I9uf+ atu-g?] do+ V(S
O\S

Aunque la existencia de un minimizador de F en SBV puede probarse directamente
usando los teoremas de compacidad y semicontinuidad inferior desarrollados en el
capitulo anterior, esto no proporciona necesariamente un par minimizador de J pues
Sy no es un conjunto cerrado para una funciéon SBV genérica y su cierre puede ser
incluso todo 2. Es por ello que en las siguientes secciones probaremos que el cierre de
Sy no es mucho mas grande que el propio 5.

4.2. Comportamiento asintético de una sucesion en SBV

En esta seccion estudiaremos el comportamiento de sucesiones (uy) que aproximan
al minimizante de una generalizacién del funcional descrito anteriormente:

f(u):/Q\S [1Vuf? + a(u— g)?] o+ Y (5,).

de forma que el término de drea H¥~1(S,, ) se hace cero en el limite. Para ello, primero
estudiamos dos lemas sobre acotacién de energia que usaremos a lo largo de la seccion
para estudiar el comportamiento de las sucesiones minimizadoras. Posteriormente, da-
remos dos resultados que describen el limite del comportamiento de sucesiones que
minimizan el funcional en SBV tal que el limite del término de area es cero. Final-
mente, veremos condiciones suficientes para la existencia de limites aproximados en
un punto dado.

A continuacién, introducimos la notacion que usaremos a lo largo del capitulo y
damos los lemas correspondientes para la acotaciéon de la energia. Sea f : RV — R
una funcién convexa tal que:

L7YzP < f(2) < L|2[P, Vz€eRY,

para algain L > 0y p > 1. Siu € SBVj,(Q) y ¢ > 0, consideramos para cada conjunto
de Borel E C el funcional:

F(u,c,E) = / f(Vu)dz + cHN (S, N E).
E
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Para el caso ¢ = 1 simplificaremos la notacion: F(u, E) = F(u, 1, E).

Definiciéon 4.1 (Minimizadores locales). Se dice que u € SBVjoe(Q2) es un minimi-
zador local de F(u,c, E) en § si:

(4.3) F(u,c,A) <00, YVACCQ,
y si F(u,c, A) < F(v,c, A) para cualquier v € SBV,(Q) tal que
{v#£u} cCc Acc .

Andlogamente, se dird que u € VVlf)cp(Q) es un minimizador en 2 del funcional:
Fy(u, ) = [ f(Vuyda,
E
si Fo(u, A) < Fo(v, A) para cualquier v € I/Vlif(Q) tal que {v #u} CC A CC Q.
La siguiente definicién proporciona un modo de acotar lo lejos que u esté de ser

un minimo.

Definiciéon 4.2 (Desviacion con respecto del minimo). Sea ¢ > 0. La desviacion
con respecto del minimo Dev(u,c,$) de una funcion u € SBV,.(?) que satisface la
ecuacion 4.3 se define como el minimo X\ € [0, 00| tal que:

/fwmm+ﬁw1wuwng/fwmm+ﬁﬂlenn+x
A A
para cualquier v € SBVj,.(Q) que satisface {v #u} CC A CC Q.

Al igual que antes cuando ¢ = 1 escogeremos la siguiente notacion: Dev(u, ) =
Dev(u,1,Q). Claramente Dev(u,c,€) = 0 si y solo si u es un minimizador local de

F(u,c,Q) en Q.

En el siguiente lema compararemos la energia de u en la bola de radio ¢’ (0 < o <
0') con la energia de z = vx, + uX - En la comparacion de la energia del salto, el
area de {0 # @} N 0B, aparecera debido a que z no es aproximadamente continuo en
este conjunto.

Lema 4.3. Seau,v € SBVi,e(B;), 0 < ¢/ < 1. SiHN71(S,N0B,) =0y F(u,c, By) <
00, F(v,¢,By) < oo entonces:
(4.4) F(u,c,By) < F(v,¢,B,) +cHY ' ({a # 0} N dB,) + Dev(u, ¢, By),
(4.5) Dev(v, ¢, By) < F(v,¢, B,) — F(u,c, By) + cHN 1 ({ua # 0} N 0B,)
+ Dev(u, ¢, By).

Demostracion. Sea 0 < p < o'y z =vx, + UX o\ o; €ntonces se puede comprobar que
S.NOB, C (S, US,U{a#0})NIB,, por lo tanto por hipétesis y por la definicion
de desviacion se obtiene que:
F(u,¢,By) < F(z,¢,By) + Dev(u,c, By) < F(v,¢, By) + F(u,c, By \ By)
+ cHN"Y(S, NdB,) + Dev(u,c, By) < F(v,¢, By) + F(u,c, By \ B,)
+ cHN " ({@ # 9} N 9B,) + Dev(u, ¢, By),
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y por lo tanto se sigue 4.4. Consideremos ahora cualquier w € SBV(B,) tal que
{w # v} CC B, y el conjunto:
w' = wxp, + UXB,\B,-
Como antes:
F(v,¢,B,) < F(v,¢,B,) + F(w', ¢, By) + Dev(u,c, By) — F(u,c, By)
S F(w7 &) BQ) + [F(”U, ) BQ) - F(”a &) BQ) + Dev(u, Cy BQ’)
+cHN T {a # 9} N AB,)),

y por la definicién de desviacién con respecto del minimo se sigue 4.5. O

En el siguiente lema nuevamente damos una cota para la energia. Esta vez se
compararé u con la funcién v + (1 — ¢)u, donde ¢ es una funcion cut-off en By, es
decir, x By < ¢ < XB,- En este caso, la diferencia de energia se obtendra usando la

norma LP de u — v en vez de la medida HV =1 de {@ # o} N IB,.

Lema 4.4. Existe una constante y(p, L) tal que siu,v € SBVj,(B;), 0 < 0o <71 y si
F(u,c,By) < 0o entonces:

F(u,c,By) < F(v,c,Bp) +v[F(u,c, By \ By) + F(v,¢, By \ By)]

_r P ,
+ @ —op /Bg/\BQ\u v|Pdxz + Dev(u, ¢, By).

Demostracion. Sea n € Cl(By) una funcién tal que n = 1 en By, 0 < n < 1,
V| < 2/(d" — o). Si w = nv + (1 — n)u, entonces gracias a la hipotesis sobre el
crecimiento de f se obtiene:

F(u,c,By) < F(w,c,By) + Dev(u, ¢, By)

< Fv,¢,B,) +( L)/ [u — ol”
= ’U,C, 7 p7 VRS
¢ B,\B, (o' — o)

+ ¢ [HVN 1Sy N By \ By) + HY 1Sy N By \ By)] + Dev(u, ¢, By).

[\Vu|p + [Vol? + dx

De esta desigualdad se sigue inmediatamente el lema. ]

La siguiente proposicién es consecuencia de la desigualdad de Poincaré y del teo-
rema de compacidad para funciones en SBV. Recordamos que si B es una bola y
u € SBV(B) entonces denotamos por @ la funcion acotada (u A7+ (u, B)) V71~ (u, B),
donde 7 (u, B), 7" (u, B) estén definidos en 3.13.

Proposicién 4.5. Sea B C RY una bola y sea (uy) C SBV(B) una sucesion tal que:

sup/ f(Vup)dz < oo, lim HNY7Y(S,,) =0,
heNJB h—o0

y mp, las medianas de up, en B. Entonces existe una subsucesion (uh(]-)) y una funcion
u € WYP(B) tal que las funciones Up(j) — Mp(;) convergen a u en LP(B) y

J]—00

(4.6) /B F(Vu)dz < lim inf /B F(Viing)de
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Demostracion. Por simplicidad supongamos que 1 < p < N. Por la desigualdad de
Poincaré del teorema 3.10 y por hipdtesis, se tiene para h suficientemente grande:

. 1/p* 1/p 1/p
( [ 1w = dx) < (N, p) ( / |Vuh|”dx> §c< / f<Vuh>dx) ,
B B B

y que |Dup|(B) < 2 [5|Vuy|dz. Luego por el teorema de compacidad para funciones
BV se tiene que existe una subsucesion vj = Uy;) — my(j) que converge a u € BV(B)
fuertemente en LP(B). Para cualquier M > 0 y para cualquier funciéon medible v
consideremos v = (—=M) V u A M. Por el teorema 3.6 sabemos que v € SBV (B).
Ademés el teorema 3.5 implica:

(4.7) / f(VuM)dz < lim inf / f(Vvh)de < lim inf / F(Vy)da,

HN N (Sar) < lim fnf HY1(S,00) < m HVTY(S,
J

Jj—00 Jj—00

wp) = 0-

Por la ecuaciéon 3.2 se deduce que uM € WHL(B) para cualquier M > 0y por 4.7,
(VuM) es equiacotado en LP. Luego tomando limite M — oo se obtiene que u €
WLP(B) y se concluye 4.6. O

El siguiente resultado describe el comportamiento asintotico de una sucesion (up,)
en SBV cuando la desviacién con respecto del minimo tiende a cero y el término de
area se anula en el limite.

Teorema 4.6. Sea (u) C SBV(By), my, una mediana de up, en By, (cp) C (0,00).
Supongamos que:

(a) limp oo HY71(S,,) =0,
(b) SUPpeN F(Uh, Ch, BT) < o0,
(¢) limy,_, o Dev(up, cp, By) =0,

(d) limy,_o0(up, —my) =u € WYP(B,.) en c.t.p. de B, respecto de LV.

Entonces u es un minimizador local del funcional v — fBr f(Vv)dz en WHP(B,) y:
lim F(up,cp, By) :/ f(Vu)dz, Vo€ (0,r).
h—o0 Bg

Demostracion. Como las funciones o — F(up,cp, B,) son crecientes e equiacota-
das podemos asumir, extrayendo quizés una subsucesion que (criterio de seleccion

de Helly):

a(e) = lim F(uy,cp, B,), existe para casi todo ¢ € (0,r) respecto de £,

h—o0

para alguna funcion creciente a valores reales a, y que coo = limy, ¢, existe en [0, 0o].
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De las hipotesis (a), (b) y de la proposicion anterior se deduce que @y —my, converge
auen LP(B,) y que:

(4.8) f(Vu)dz < hlim inf F(ap, cp, B,), Yo € (0,7).
BQ —00
Integrando respecto de ¢ y como {u # @} = {u > 77 (u, B)} U {u < 7~ (u, B)}, por

la definicién de 7% entonces {u # @} < 2 (2vsHN~1(S, N B))N/(N_l), luego se tiene
que:

Ch /OT HN_I ({th % u;h} N aBQ) do = ch|{uh #+ ﬂh} N Br|

< 2e5, (295 HY (S, N B

Se puede ver facilmente que limy,_, o 2¢p, (2757-[N_1(Suh ﬂBr))l* = 0. Esto es inmediato
de la hipdtesis (a) si coo < 00, mientras que si ¢, = 00 es consecuencia de la hipotesis

(b), pues 2¢;, (2 HY ~1(Sy, N B,))Y < 20,:1/(N_1)(275M)1*, donde M es el supremo
en (b). Por lo tanto, considerando quizas otra subsucesion se tiene:

Jim ep BN ({an £} N 0B,) =0,
— 00

para casi todo o € (0,7) con respecto LN~ Como para cualquier h € N y cualquier
0 € (0,7) respecto de la medida £! se tiene HN~1(Sz, NOB,) = 0, por el lema 4.3 se
deduce:

F(ﬂh,Ch,B@) S F(Uh,Ch,BQ)
< F(ﬂh, Ch,BQ) + ChHN_l ({ﬁh #* ﬁh} N 8Bg) + Dev(uh, Ch, Br).

Por lo tanto por la hipotesis (c) se concluye que para casi todo g € (0,r) con respecto
L' se tiene que:

(4.9) lim F(ay, cp, By) = a(p).
h—o0
Por esto y por 4.5 se concluye también que:
limy, 00 Dev(ap, cp, By) =0, Vo € (0,r).

Ahora se puede probar que u es un minimizador local. Sea v € WP(B,.) una funcién
tal que {v#u} CC B, y sea ¢’ € (0,r) tal que 4.9 es cierto, a es continua en ¢’ y
{v#u} CC By. Escogiendo ¢ < ¢’ de modo que 4.9 sea cierto, por el lema 4.3 se
tiene:

F(uh,ch,BQ)g/ f(Vv)dx + Dev(up, cp, By)
BQ

a7 p
Up —Mmp — U
+ [F (@, cn, By \ By) + Fo(v, By \ By)] +7/ [ = mn — v” e "z,
B, \B, (¢ — o)
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Por lo tanto, haciendo tender h — oo se obtiene:

ale) < | f(Vv)dz 4~
B,

+ ,7][)/ |u — vPdz.
(¢ o) By\Bo

A partir de esta desigualdad haciendo tender o — ¢’ y observando que u = v en la
corona By \ B, si ¢ es suficientemente cercano a o', se tiene que:

a(e) ~alo)+ [

B,\Bg

f(Vv)dx]

a(g’) < f(Vv)dz.
BQ/

Escogiendo v = u en la desigualdad anterior y teniendo en cuenta 4.8 vemos que
a(o') coincide con fQ, f(Vu)dz. En particular, la desigualdad anterior dice que u es
un minimo local.

Finalmente, si o € (0,7) no es un punto de continuidad de «, por monotonicidad
se puede acotar limsupy,_, o F(up,cp, By) < fBQ f(Vu)dz, para cualquier punto de

continuidad ¢’ € (p,r) de a. Haciendo tender ¢’ — ¢ se ve entonces que:

h’msupF(uh,ch,Bg)g/ f(Vu)dez,
BQ

h—o00

lo que en conjuncién con 4.8 permite concluir. O

La aplicaciéon de la desigualdad de Poincaré para funciones SBV da lugar a una
condicién suficiente para la existencia del limite aproximado en un punto.

Teorema 4.7. Sea g > 1, u € SBV,(Q) y x € Q. Si:

0—0

Ifm o~ (V1) [/ [VulPdy + HY 1 (S, N By(x)) | =0,
Bo(z)
y si se tiene ademds:

(4.10) h’msup][ lu(y)|?dy < oo,
By(x)

0—0

entonces x &€ Sy.

Demostracion. No es restrictivo suponer que p < N, x = 0. Por hipétesis existe un
0o > 0 tal que para cualquier o < gg se verifica:

1 1 1/1*
(4.11) \VulPdy +HY (S, N By) < =— ( ~|B,| .
B, 295 \4

Siguiendo la notacién de la seccién 3.3, m, serda una mediana de u en B, y u, =
(u A 7% (u, B,)) V 7~ (u, B,). Probamos ahora que m, tiene un limite real z cuando
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o — 0. Para probar esto fijamos un a € R tal que 1/2 < o™ < 1 y los radios s, r tales
que ar < s < ag. Entonces se tendra:

(4.12) 77 (u, Bs) <m, < 7(u, Bs), 7 (u,B;) <ms<7V(u,B).

A continuacion, solo probamos que 7~ (u, B;) < mgs pues las otras desigualdades se
demuestran de la misma manera. Supongamos que existe un t tal que m; < t <
77 (u, By), luego por la ecuacion 4.11 y por la definicién de 77 se tiene que:

« 1 1
Hu <t}N By < {u<t}NB,| < 2yuHY " YS. nB))' < ZWNTN < §szN,

lo que contradice la definicién de mediana de u en Bg. Definamos ahora para cualquier
y € Bq:
a(y) = (u(y) A (u, Br) AT (u, By)) V (77 (u, Br) V 77 (u, By)),
y observemos que por 4.12 se tiene:
[t —ms| < [us —ms|, [@—m,| <lu, —m,|

Por lo tanto, por la desigualdad de Poincaré para funciones en SBV y por 4.11 se
obtiene:

. B . 1/p* B . 1/p*
iy —ma| < B, VP (/ - maf? dy> T (/ P dy>
Bs Bsg
. N Lo\
< |Bs‘71/p </ |Hs - ms’p dy) + </ ‘ﬂr - mr’p dy)
Bs B,
. 1/p 1/p
< o(N, p)r— NP ( / \Vu|pdy) + ( / |Vu|pdy>
Bg B

< ertt1/p,

Sio<r<opoykeNestal que oft! < p < aFr, la cota anterior proporciona:

k—1 k
|m9 - mT‘| < ‘mg - makr| + Z|mo¢i+1r - mair| < CZ(aiT)l_l/p < C,rl—l/p’
=0 =0

con ¢ que depende de o, N, p. Esta desigualdad implica que m, converge a un ntmero
real z cuando o — 0.

Probamos ahora que z es el limite aproximado de u en z. Primero vemos que por
la desigualdad de Poincaré en SBV se tiene que:

p*/p
/ Ty — my|F dz < ¢ / |Vu|Pdx ,
B, B,

para o > 0 suficientemente pequeno, luego:

(4.13) / [Ty — my|?" dz = o(oV),

e
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puesto que mp*/p > N. Como HY~1(S, N B,) es infinitesimal, y ademis como
{u#a} = {u>7"(u,B)} U{u< 7 (u,B)} por definicion se tiene |[{u # u}| <

2 (2vsHN (S, N B))N/(Nfl), luego:

[{T@p # u} N Byl = o(e™),
y la ecuacién 4.10 da:
(4.14) / lu — Tp|dz = o(o").
B,
Ahora por 4.13, 4.14 y la desigualdad de Holder se sigue que:
/ lu — z|dx < / lu — myldz + |m, — zlwn o™
B

o 4
g/ \ug—mgldm’—i—/ \u—ﬂgldm+0(gN):o(gN),
BQ BQ

y esto prueba que z es el limite aproximado de u en x. ]

4.3. Cota inferior para la densidad

El punto fundamental de la teoria de existencia y regularidad de los problemas de
discontinuidad libre lo desarrollan E. De Giorgi, M. Carriero y A. Leaci en [17]. De
Giorgi, Carriero y Leaci prueban que si v es un minimizador del problema variacional:

Flu) = /Q\S [1Vul? +a(u— 9] de + 5HY1(S.), we SBV(Q),

entonces para cualquier x € S, y para cualquier bola B,(z) C €2, con g suficientemente
pequeno, se tendra la siguiente cota inferior para la densidad:

/HN_I(SU N B@(x)) > ﬁOQN_l,

donde ¥y = ¥(IV) es una constante estrictamente positiva que depende tnicamente
de la dimensién del espacio ambiente. En esta seccion probaremos esta desigualdad
mediante un argumento clésico de rescaldo. Una consecuencia inmediata de esta cota
es que si u € SBV(Q) entonces gracias al resultado anterior se concluye:

HYHQNS,\ S,) =0.

Finalmente tras esto probaremos en esta seccién que w tiene un representante u €
C1(Q\ S,) y tal que el par (S, %) es un minimizador del funcional de Mumford-Shah
J.

Como hemos dicho en la introduccién, en esta secciéon probamos la existencia de
un minimizador para el funcional:

J(K,u) = f(Vu)d:E—Hy/ lu — g|%dx + FHY YK NQ),
Q\K O\K

donde a, 8 > 0,q > 1,9 € LY(Q)NL>®(Q) y f: RY — R es una funcién convexa tal
que para todo z € RV y ¢ € C}(Q) se verifican las siguientes tres condiciones:
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(H1) L7'2)P < f(2) < L|zP, p>1,L>1.

(H2) f(tz) =t f(z), Vt>0,

(H3) / f(z+ Ve)de > / [£(2) + v + V)P D2V dz, v > 0.
Q Q

Nota 4.8 (Condicion de elipticidad). La hipdtesis (H3) se satisface también si f es
una funcion C2(RN) y si verifica ademds la condicion de elipticidad cldsica:

(4.15) Z

i,7=1

—2 2
azl 616] = |Z|p ‘£| , D=2,

para cualquier z,& € RN . Sin embargo, la condicion (H3) que implica que f es estric-
tamente convexa, no requiere que [ sea diferenciable en todas partes.

Teorema 4.9. Si f satisface la hipétesis (H1), (H3) yu € I/Vllo’f(Q) es un minimizador
local del funcional:

w / f(Vw)dzx
Q
entonces u es localmente Lipschitz en Q) y se tiene:
(4.16) sup |Vulf < CO][ |VulPdz,
TE€B;j2(0) Br(20)

para cualquier bola B.(xo) C Q, donde Cy depende unicamente de N,p, L y v.

Demostracion. La prueba del teorema supera los objetivos del trabajo, la demostra-
cion se puede encontrar en el articulo [25]. O

Nota 4.10 (Rescalado). Es facil comprobar que w € SBV, By(xo) C  y que:
ug(y) = o' P Pulay + oy),
entonces u, € SBV (Q,), donde Q, = 0~ 1(Q — z0), y:
HN(S,, N B,y) = oW UHN (S, N Byyo(o)),

para todo 0 < o < 1. Ademds, si f satisface la hipétesis (H2) tendremos también:

/ F(Vug)dy = g~ / f(Vu)d,
Bs BO’Q(IU)

y por lo tanto:

F(ug, ¢, By) = Q_(N_l)F(Um ¢; Boo(20)),
Dev(u,, ¢, By) = Q_(N_l)Dev(ug, ¢, Boo(0)).
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A la hora de probar la existencia de un minimizador del funcional J podemos
suponer que f es una funcién homogénea, es decir, se verifica la condicion (H2).
Entonces, remplazando u por 5/Pu, podemos suponer siempre que el parametro 3 que
aparece en J es siempre igual a 1. Por este motivo, de ahora en adelante consideraremos
el problema:

J(K,u) = f(Vu)d:E—{—a/ lu — g|%dz + HN LK NQ),
O\K O\K

. . N . s 2 1,
para cualquier conjunto cerrado K C R" y cualquier funcion u € W, )7(Q\ K).

Las propiedades de rescalado del funcional F' y de la desviacién con respecto del
minimo nos permiten acotar superiormente el decaimiento de F' en bolas de pequeno
tamano.

Lema 4.11 (Decaimiento). Sea f : RY — R una funcion conveva que satisface (H1),
(H2), (H3). Si existe una constante C1(N,p,L,v) con la propiedad de que para cada
0 <71 <1, existen €(1),9(7) tales que si uw € SBV(Q), Vu € LP(Q), By(x) C Q y:

HNL(S, N By(z)) <€V, Dev(u, B,) < 9F(u, B,(z)),
entonces:

F(u, Brp(z)) < C1 7V F (u, By(z)).

Demostracion. Fijamos primero 0 < 7 < 1/2. Probamos por reduccion al absurdo
el enunciado dado C; > L?Cy, donde Cy es la constante que aparece en 4.16. Si
la propiedad de decaimiento no fuera verdadera entonces existirian dos sucesiones
(€n), (V1), con limy ep, = limy, Jp, = 0, funciones up, € SBV () con |Vuy| € LP(Q) y
bolas B, (z1,) C Q, tales que:

HN_I(Suh N th (J;h)) = ehgév_lv Dev(uhv BQh (xh)) = ﬂhF(ufw BQh (xh))a

F(up, Brg, (21)) > C17V F(un, By, (1))
Imponiendo:

vp(y) = lelfp)/pclll/puh(l‘h +ony), heN, ye By,

con ¢, = 0 [F(up, By, (z1))] ", por las propiedades de rescalamiento se tiene:
F(’Uh,Ch,Bl) = 1a DBU(Uh,Ch,Bl) = ﬁh? HN_l(S’Uh N Bl) = €h,
y ademas:

(4.17) F(vp, cp, Br) > C17Y.

Como lim;, HN *1(Svh N By) = 0, por la proposicion 4.5 se sigue que se puede extraer
una subsucesién que volvemos a denotar por (v), y una funcion v € W1P(By) tal que
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(v, —my), donde my, es una mediana de vy, converge a v en Bj en c.t.p. respecto de
LN y ademas:

f(Vv)dy < lim inf [ f(Vup)dy < 1.
h—ro0

Bl Bl

Como limy Dev(vp, cp, B1) = 0, aplicando el teorema 4.6 concluimos que v es un
minimo local del funcional w — fBl f(Vw)dy en WIP(B1) y que:

lim F(vp, cp, By) :/ f(Vv)dy, Vo€ (0,1).
h—o00 Bg
Luego por el teorema 4.9, v es localmente Lipschitz en B; y:

L
sup |[Vou(y)lP < C()][ |VolPdy < LCy f(Vu)dy < ﬂ.
yEBy /o B, B wWN

Por lo tanto:

lim F(vp,cn, By) = | f(Vu)dy < L/ |VolPdy < L?Cyr™Y,
B-

h—o00 B~

lo que contradice 4.17, pues C; > L?Cy. Esto prueba el enunciado para 0 < 7 < 1/2.
La prueba del caso 1/2 < 7 < 1 es inmediata considerando C; > 2™V, O

Para probar la existencia de minimizadores del funcional J, introducimos el si-
guiente funcional “relajado” para cada u € SBV,.(2):

(4.18) F(u,) = /Qf(Vu)dx + a/Q|u — g%z + HN (S, N Q).

Vemos que si se trunca w definiendo:
(4.19) uM = —MV (u A M),

con M = ||g||., entonces F(uM, Q) < F(u,Q). De hecho u™ € SBV,u(2), Sym C Sy,
y por el teorema 2.63, VuM = Vuxgju<my en c.t.p. en €2 respecto de LN . Por la
desigualdad anterior vemos que para minimizar el funcional F hay que restringirse a las
funciones tales que ||u||,, < ||lg|| - Por lo tanto, se sigue inmediatamente la existencia
del minimo gracias al resultado de compacidad y de cierre en SBV (teoremas 3.6 y

3.5).

Teorema 4.12 (Existencia de minimizadores en SBV). Sea v > 0,q¢ > 1, g € L1(Q)N
L>(Q) y f una funcion convera que satisface (H1). Entonces, existe un minimizador
u € SBV},.(Q) del funcional F. Ademds, cualquier elemento minimizador es tal que

verifica ||ull o < [|9]| -

Nota 4.13. Siu es un minimizador de F, By(x) C Q yv € SBV(By(x)) es tal que
{v#u} CC By(x) entonces F(u, By(x)) < F(vM, B,(z)), pues {vM £u} cc Q.
Como consecuencia se tiene:
| sy H S Bya)) < [ f(Tudy + 1Y (S, Byfa)
B,(x) By(w)
+ 2wy gL 0.
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En otras palabras, siu es un minimizador de F entonces Dev(u, By(z)) < 2%awy ||g||2, o™
para todas las bolas B,(x) C Q.

Una caracteristica importante de la teoria que presentamos en este capitulo es que
los resultados de regularidad se mantienen no solo para los minimizadores de F, sino
también para todas las funciones u de variaciéon acotada especiales cuya desviacion
con respecto del minimo Dev(u, B,(z)) decaiga como ¢, para algin s > N —1 cuando
o tiende a cero. Sin embargo, para simplificar restringiremos la exposiciéon al caso de
decaimiento de orden ¢". Para el estudio del caso general se remite a [9, 5].

En correspondencia con esto, a continuacion, vemos la definicién de cuasi-minimizador.

Definiciéon 4.14 (Cuasi-minimizadores). Se dice que una funcion u € SBV,.(Q) es
un cuasi-minimizador del funcional F' en Q) si existe una constante w > 0 tal que para
todas las bolas By(z) C Q se tiene que:

(4.20) Dev(u, B,y(z)) < wo™.

Denotaremos por M, () al conjunto de todos los cuasi-minimizadores que satisfacen
la condicion 4.20.

Como hemos visto en la nota anterior cualquier minimizador de F perteneceré a
_ q
M, (), con w = 29wy | g]|%-

En los dos proximos resultados probamos la regularidad de Ahlfors de los conjuntos
de discontinuidades de los cuasi-minimizadores. Este tipo de regularidad nos dice que
existe una cota superior e inferior para HY=1(S, N B,(z)), donde S, es el conjunto
de discontinuidad de un cuasi-minimizador v y B,(x) es cualquier bola de radio p
centrada en x € S,,. La obtencién de la cota superior es directa como puede observarse
en la demostraciéon del siguiente lema.

Lema 4.15 (Cota superior de energia). St f verifica (H1) y u € My (Q2) entonces
para cualquier bola By(x) C Q se tiene que:

(4.21) / F(Vu)dy +HYL(Sy A By(x)) < NewoV !+ wo.
By ()

Demostracion. Fijemos ¢’ < o y sea la funcion w(y) = UX B, (2)\B,(x)- Entonces por
la casi-minimalidad de u se tiene:

/ F(Vu)dy + HY Sy 1 By () < HY (S N By (2)) + Dev(u, By(x))
By (z)
< Nwno™ ™! +wo?.

Haciendo tender ¢’ — o obtenemos el resultado. ]

Notesé que en la demostracion de la cota superior 4.21 no se menciona que la bola
B,(z) esté centrada en S,. Por el contrario a la hora de calcular la cota inferior, si es
necesario que B,(x) tenga su centro en Sy, pues es necesario que contenga una porcion
importante del conjunto de puntos de discontinuidad. Antes de probar la cota inferior
para HV~1(S, N B,(z)) hacemos la siguiente observacion.
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Nota 4.16. Sea u € M, (2) N I/Vlif(Q) Si By(x) C Q, entonces por la cota superior
de energia y por la desigualdad de Poincaré para funciones de Sobolev se tiene:

/ [u(y) = tao["dy < CQP/ [VulPdy < co™ 1P,
Bo(2) By(x)
donde ug , es la media integral de u en By(x). Por lo tanto, por el teorema cldsico

debido a Campanato [6, teorema 7.51] se sigue que u € C%7(Q), con v = (p—1)/p.

Teorema 4.17 (Cota inferior de densidad). Sea f una funcion convera que satisface
(H1), (H2) y (H3). Existen 9 y 0o, que dependen unicamente de N,p, L y de v con
las propiedades de que si u € M, () entonces:

(4.22) HN (S, N By(x)) > oo™ 1,
para cualquier bola By(x) C Q con centro x € Sy, y radio 0 < g, = go/w.

Demostracion. Fijemos 0 < 7 < 1 tal que C17V < 7N=12 y sea €y = €(7), donde Cy

y €(7) son como los del lema de decaimiento 4.11. Siguiendo la misma notacion que
la de ese lema, sea entonces 0 < o < 1 tal que:

Cio(Nwn + 1) < e,
y definamos:
00 = min{1, eomVO(7), eoaN_lﬂ(o*)}.

Sin pérdida de generalidad, asumamos que el punto x en S, es el origen.

Paso 1. Afirmamos que si ¢ < go/w y B, C §2 entonces la desigualdad:
(4.23) HVL(S, N B,) < (o)™,

implica que:

(4.24) F(u, B,n,) < eom?(om" )N, VheN.

En primer lugar, probemos la ecuacion 4.24 para h = 0. Si se tiene que 4.23 es cierto
y ademas:

(4.25) Dev(u, B,) < 9(0)F(u, B,),

entonces por el lema de decaimiento y por la cota superior de energia 4.21 se deduce
que:

F(u, Bgy) < ClaNF(u, B,) < C’laN(NwNQN_l + U.)QN)
< (00)"'Cro(Nwy + 1) < eg(o0)V 1

Por otro lado, si 4.25 no es verdad, entonces por la quasi-minimalidad de u y por la
definicién de pg se tiene:

2

F(u, Byp) < F(u, By) < qg(la)Dev(u, B,) < % < €(00)

N-1
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Esto prueba 4.24 para h = 0. Si 4.24 es verdad para un h > 0 y:

(4.26) Dev(u, Byrn,) < O(T)F(u, Byrny),
entonces el lema de decaimiento implica esta vez que:
1
F(u, By h+1,) < F(u, Byn,) < ——Dev(u, B, n,)
V(7)
< W (UThQ)N < eo,r(h+l)/2(a7_h+lg)N—1_

I(r)
Luego, recordando la elecciéon de 7, obtenemos 4.24 para h + 1. Finalmente, si verifica
la ecuacién 4.24 para h, pero no se cumple 4.26, entonces al igual que antes obtenemos
que:

1
F(u, Byni1,) < F(u, Byrn,) < %Dev(u,B

UThQ)

ol (UThQ)N < 60T(h+1)/2(07_h+19)N71'

(1)

IN

Paso 2. Supongamos que:
HNfl(Su N B,) < E(O')QNil,

para alguna bola B, C Q con o < g,. Por 4.24 se deduce inmediatamente que
F(u,B,) = o(rN¥=1) cuando r — 0 y por el teorema 4.7 con ¢ = 1*, implica que
el origen 0 € I, donde:

I= {xEQ : h’msupf \u(y)|1*dy:oo}.
=0 JB,(x)

Esto prueba 4.22 para cualquier z € S, \ I. Por un argumento de densidad, la de-
sigualdad sigue siendo cierta para bolas centradas en puntos de S, \ I. Por lo tanto,
la prueba se completa si probamos que S, \ I = S,.

Sea x ¢ Sy \ I, como por el lema 2.53, I tiene medida cero respecto de HV~!,
podemos encontrar una vecindad U de z tal que H¥ ~1(UNS,) = 0. Por 3.2 deducimos
que u € WHP(U), luego por la nota 4.16 concluimos que u es una funciéon Holder
continua en U. Como consecuencia, x & S. O

Observamos que, a partir de la cota inferior de densidad y de la propiedad de
densidad 1.7, se tiene:

(4.27) HNL QNS \ S,) = 0.

De la ecuacion 4.27 se obtiene inmediatamente la existencia de un minimizador de J
a lo largo de todos los pares (K,u) con K C §) cerrado y u € I/Vllof(Q \ K).

Teorema 4.18 (Existencia de un par minimizante (K, u)). Sea f una funcion convexa
que satisface (H1), (H2) y (H3), o« > 0,9 > 1,9 € L®(Q) N LI(Q). Si u € SBV},:(Q)
es un minimizador de F(u,$Y) entonces el par (Sy,u) es un minimizador de J, i.e.

J(Suvu) < J(K7U)7

: . a , 1,
para cualquier conjunto cerrado K C Q y cualquier v e W;/P(Q\ K).
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Demostracion. Primero se ve que si u es un minimizador de F en Q2 entonces F(u, 2) <
F(0,9Q) = [lgll# < co. Por lo tanto Vu € LP(Q), luego u € VVZ P(Q\ Su). Sea ahora

v una funcién que pertenece a Wl P(Q\ K) y tal que J(K,v) < oo. No es restrlctlvo
suponer que v estd acotado. Por la proposicion 3.4, v € SBV,e(Q) y HN (S, \K) =
por lo tanto como u es un elemento minimal y ademés por 4.27 se sigue que:

J(Su,u) = F(u,Q) < F(v,Q) < J(K,v),

con lo que probamos el teorema. O

4.4. Primera variaciéon del area, curvatura media y ecua-
cion de Euler-Lagrange

En esta seccion probaremos resultados sobre la regularidad de los minimizadores
del funcional F o maés concretamente de los cuasi-minimizadores de F'. Para ello
primero recordamos algunas nociones bésicas de geometria como la de gradiente de
una variedad o la de curvatura media, y estableceremos notaciéon. En esta seccion
trabajaremos siempre con variedades de codimensién 1. Tras esto estudiaremos la
regularidad de los minimizadores del funcional F, simplificado de la siguiente modo:

Flu, Q) = / Vul2de + a/ = g2de + HY (S, N Q), Y € SBVioo(Q).
Q Q

Gran parte de lo que probaremos para este caso particular puede probarse anéloga-
mente en el caso general, siempre y cuando la funcion f sea C? convexa y satisfaga
las hipotesis (H1), (H2), (H3) de la seccion anterior.

A continuacion damos la definicién de gradiente a una variedad:

Definicién 4.19 (Gradiente a una variedad). Sea M una variedad de clase C' de
dimension (N — 1) y sea o € CY(Q). Siz € MNQ y h es un vector que pertenece al
espacio tangente T, M de M en x se define la derivada direccional Vip(x) como:

Vap(x) = (Ve(x), h)

y el gradiente tangencial de ¢ en x, denotado por VM p(z), se define a su vez como:

N-1
33) = Z vTi(p(m)Tiy
=1

donde 11, ...,TN_1, €s una base ortonormal de T, M.
Vemos que el gradiente de ¢ en x no es mas que la proyeccion ortogonal de V()

en el espacio tangente T, M. Analogamente, si ¢ € [C1(Q)]P, la derivada direccional
Vie(x) se define de la siguiente manera:

p
Vie(x) =Y (Ver(x), h) ek,
k=1
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donde ¢1,...,¢p, son las componentes de ¢ y eq,...,ep, es la base candnica de RP.
La aplicacion lineal inducida dM ¢, : T,M — RP es dada por:

d"py(h) = Vip(z), he T;M,
es la diferencial de ¢ en z.
A continuacion definimos la divergencia de una funcién en una variedad.

Definicién 4.20 (Divergencia). Si ¢ € [CY(M)]|N, entonces la divergencia de ¢ en
M se define como:

N
(4.28) divM o(z) Z <VMg0k .ek), Yz € M.
k=1
Si denotamos por 7 = (74, ex) para cada i =1,...,m, y cada k = 1,..., N, por
la definicion anterior se tiene:
N N-1 N-1
Y o) = 30 3 (Vir(o), ) 7 =
k=1 i=1 i=1

Se puede obtener otra expresion para la divergencia en la variedad M usando la matriz
(mi;) de proyeccion ortogonal en el plano tangente de M en z. En efecto se tiene que:

N
Doy
M
V¥ pr(r) = Z Wij%j($), Vk=1,...,N,
3,7=1

y de la ecuacién 4.28 se sigue que:
(4.29) divM Z T 8(’01

. QO = ij 833]

Como todas las nociones anteriores son locales, podemos siempre ver una variedad M
como el grafico de una funcién C'. A continuacién fijamos la notaciéon que usaremos
posteriormente en la seccién. Consideramos ¢ : D C R™ — R una funcién C! sobre
un conjunto abierto Dy M = {x = (2,¢(z)) : z € D}. Entonces, la normal exterior
v en un punto (z,¢(z)) de M vendréa dada por:

V() = et (~V(2),1).
1+ |Vo(2)?

Como la matriz de la proyeccion ortogonal en el espacio tangente tiene coeficientes:
mij = 0;;—v;vj paracadad, j = 1,..., N, de la ecuacion 4.29 se sigue que la divergencia
en M de un campo vectorial ¢ que es C! viene dada por la ecuacion:

N

(4.30) divM (2, ¢(2)) = divep(z,6(2) = Y vi(2)v;(2) 8:::]: (2, 6(2))-

i,j=1
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Ejemplo 4.21. Si M es el grdfico de una funcion C?(D), entonces la normal exterior
v define un campo vectorial v(z,t) = v(z) que es C* para cada (z,t) € D x R y cuyo
gradiente en M es dado por:

al v;
div™ v = divy — Vi
vt v ivy Z ViV oz,
5,5=1
2 8%‘ . .
Como |v|” =1, entonces E vi— = 0 para cualquier j =1,...,N. Por lo tanto:
i 8:1,‘j
N-1 N-1
. 9 o A
(4.31) divM y = % - _ Z o _99/0z _
=1 9% =1 9% 1+ Vol

Sea € RN un conjunto abierto y M C Q un conjunto H"~!-rectificable. Consi-
deremos ® : Q — R una aplicacion C! con la propiedad de que la restriccion de @ a
M es biyectiva. Recordamos que por la féormula de area generalizada para cualquier
conjunto de Borel £ C M se tiene:

HNY(D(E)) = / Iy 1(dM)dHN L,
E

donde por Jy_1 denotamos al jacobiano de dMd,, en T, M.

Gracias a las nociones introducidas hasta ahora, ya podemos probar la formula de
la primera variacién del area.

Teorema 4.22 (Primera variacion del drea). Sea Q C RY un abierto y M C Q un
conjunto HN " -rectificable. Sin e [CH)]Y y ®(x) = = + en(x) entonces:
d

—HN (@ (M N Q) \6:0:/ divM a1t
de MNQ

Demostracion. Como V®.(z) = I + eVn(x), para |e| pequeno se tiene que ®, es un
difeomorfismo de €2 en si mismo. Calculemos ahora el jacobiano de ®., la matriz C
que representa la aplicacion diferencial d™ (®)x con respecto a la base ortonormal
Ti,...TN—1, de T, M y la base canoénica e, ..., exn, de RY tiene como coeficientes:

Cri = (Ti, ex) + €V,

donde k=1,...,N,i=1,...,N —1. Por lo tanto, denotando por A = (a;;) la matriz
que representa (dM ®,)* o dMd, se tiene que:

= <7'i77'j> +e€ [<V7—i77(l‘), Tj> + <Vrﬂl($)’7'i>} + e? <v7'i77($)7 Vrﬂ?(x)> )
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para cada i,j =1,..., N — 1. Como (7, 7j) = 0;; se obtiene facilmente:
N-1
det(ai) =142 > (Van(x),7) + o(e) = 1+ 2ediv n(z) + ofe).
i=1

Por lo tanto, como 1+t = 1+ t/2 + o(t) se tiene que: J,,(dM(®),) = 1 +
edivM™ n(x) + o(e) y por lo tanto, teniendo en cuenta que la ecuacién anterior es
uniforme en z, de la férmula del area concluimos que:

(4.32)  HY DM Q) —HN (M N Q) = € / div™ 5 dHN 1 + ofe).
MNQ

De esta tltima ecuacién se sigue directamente el resultado. O

Se observa que si M es de clase C? siempre se puede definir en M (localmente)
un campo vectorial unitario v que sea C'. La divergencia de v en M juega un papel
fundamental a la hora de describir la geometria de la variedad y ademas nos propor-
ciona una nueva version de la formula de integracion por partes. Antes de enunciar la
formulacion de la integracién por partes en un variedad recordamos la definicion de
vector de curvatura.

Definicién 4.23 (Vector de curvatura media). Sea M una variedad de clase C? y de
dimension N — 1. Sea = € M, A un conjunto abierto y v: M N A — SN un campo
vectorial normal de clase C*, i.e. v(z) es ortogonal al espacio tangente T,M en cada
punto x € M N A. Entonces, el vector de curvatura media H se define como:

(4.33) H(z) = — (divM v(z)) v(z), Yz € MN A,
y la curvatura media escalar con respecto a v se define en MNA como H = —div™ v,
luego H = Hv.

Nota 4.24. El vector de curvatura media definido en 4.33 no depende de la orienta-
cion de v. Si M es un grifico C? y:

(4.34) M ={x=(z6(z): €D},

donde ¢ : D C RN"1 — R es una funcion sobre un conjunto abierto D, entonces de
la ecuacion 4.31 se sigue que la curvatura media escalar H con respecto a la normal
exterior vendrd dada por:

Vo

(4.35) div | —————
1+ |Ve|?

=H.

Finalmente recordamos el teorema de la divergencia en variedades.

Teorema 4.25 (Teorema de divergencia en variedades). Sea M C € una variedad de
clase C? sin frontera en Q, i.e. OM NQ = 0. Entonces:

/M divM a1 = — /M (n, HY dHN 1, v € [CL@Q)Y.
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A continuacién estudiamos la regularidad del funcional 4.18 pero considerando las
siguientes simplificaciones sobre el término volumétrico.

Flu, Q) = / Vul2de + a/ = g2de + HY (S, N Q), Vau € SBVino(Q).
Q Q

En lo sucesivo supondremos que u € SBV,.(£2) es un minimizador local de F, i.e. que
F(u, Q) < oo para cualquier conjunto abierto Q' CC Q y que para cualquier funciéon
v € SBVoc(2), con {u # v} CC A CC 2 se tiene que:

F(u, A) < F(v, A).

Notesé que si u es un minimizador local de F entonces por la nota 4.13 y por la
ecuacion 4.27 se sigue que HV-1(QN S, \ S,) = 0.

Teorema 4.26 (Ecuacion de Euler-Lagrange). Sea u € SBV,.(Q2) un minimizador
local de F y g € CY(Q). Entonces para cualquier campo vectorial n € [CHQ)]Y se
tiene la siguiente ecuacion:

/ {[|Vu|2 + a(u — g)} divy — 2a(u — g) (Vg,n) — 2(Vu, Vu - Vn)}d:z:
Q

+/ divo ndHN 1 = 0.
Demostracion. Sea n € [Ccl(Q)]N un campo vectorial y € # 0 tal que la aplicacion

®, = 2+ en(z) es un difeomorfismo de Q en si mismo. Si tomamos u(y) = u(®-(y))
por la minimalidad de w se obtiene:

/|Vu€|2dy - / |Vu|*dz + a/ ue — g dy — a/ |lu — g|dx
Q Q Q Q
(4.36) +HNY(S,,) — HYL(S,) > 0.
Haciendo cambio de variable se ve que:
/\Vue(y)Qdy = / Vu - VO (B (z))]?|det VB ()| dz,
Q Q
y como también:

VO (@ (z)) = [T+ V()] =1 —eVn(z)+ ofe),
det VO (z) = det(I + eVn(z)) = 1 + edivn(z) + o(e),

por un simple calculo se tiene que:

/|Vu6|2dy—/\Vu|2d1:
Q Q

= /Q [|VU($) —eVu(z) - Vn(x)|2(1 +edivy) — |Vu($)|2 dx + o(e)

437) = / [1Vul divy 2 (Vu, Vu - V)] da + ofe)
Q



4.4 Primera variacion del area, curvatura media y ecuacion de Euler-Lagrange 93

Analogamente, como g(®.(z)) — g(x) = € (Vg(x),n(z)) + o(e), se tiene que:

/\ue g|*dy — /!ugl dx

/|u (z))|?|det V&, (x ]dm—/|u g(z))*da
—/Q{]u— (VgL ediva) — Ju—g*} de +ofc)
= E/Q [|u—g|2div17— 2(u—g) <Vg,77>] dx + o(e).

Finalmente, observando que S, = ®.(5,) y por 4.32 se tiene:

(4.38) N8, ) — HVL(S,) = € / div n dHY 1 4 ofe).

u

Dividiendo 4.36 por € y haciendo tender ¢ — 0 se obtiene el resultado enunciado. [J

En el capitulo octavo de [6] se prueba que si v es un minimizador de F entonces
existe un conjunto cerrado S C S, tal que HV1(S) = 0y S, \ S es una variedad
C1:1/4, Sin embargo, en este trabajo daremos por hecho la regularidad parcial del con-
junto de discontinuidades y estudiaremos qué informacién adicional puede obtenerse
a partir de las ecuaciones de Euler-Lagrange cerca de una porcién regular de S,,.

Por lo tanto, si u € SBV},:(€2) es un minimizador local del funcional ¥y A CC Q
es un conjunto abierto tal que la intersecciéon S, N A es un grafico, entonces salvo
rotacién podemos suponer que:

SunNA={r=(z2,¢02)): 2z € D},
para algin conjunto abierto D € RN~1 y para algtn ¢ : D — R, y ademas,
A=ATUA  U(S,NA),
donde,
At ={(z,t) e A: t>¢(2)}, A~ ={(zt) e A: t<o(2)}.

Si ¢ € C1(A) es una funcién que se anula en una vecindad de 9A*\ S,,, comparando u
con la funcién v tal que v = u+ep en AT y v = u en A~, entonces por la minimalidad
de u se puede ver facilmente que:

/A+[<Vu, Vo) + a(u — g)pldr = 0.

Esto significa que u es una solucién débil del problema:
Au=alu—g), en AT,

4. _
(4.39) 9u =0, en 0AT N S,.
v

Anélogamente, u resuelve un problema similar en A~.
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Nota 4.27. Vemos que si g es una funcion acotada en € y u minimiza el funcional
F entonces u estd acotada y por lo tanto por un teorema cldsico de ecuaciones en
derivadas parciales elipticas ([19, cap 6.3, teorema 2]) se deduce que u € Wli’f(A\gu)
para todos los p € [1,00), luego u € CY7(A\ S,) para cualquier o € (0,1).

Teorema 4.28. Siu € SBV,.(Q) es un minimizador local de F, g € L2 () y S,NA
es el grifico de una funcion C™, v < 1, entonces u tiene una extension C1% a cada
lado de Sy, N A para algin o <~ (c =~ si N =2).

Demostracion. Como u es una solucion débil de la ecuacién 4.39, el resultado es con-
secuencia inmediata de los teoremas de regularidad para los problemas de Neumann
(ver |6, cap.7 teoremas 7.52 y 7.49)|). O

Suponiendo que S,NA es el grafico de una funcién C7 entonces se puede reescribir
la ecuacién de Euler-Lagrange anterior. Con este objetivo, si w : A\ S, — R es
una funcién que tiene una extensiéon continua a cada lado de S, N A, denotamos
por wt (respectivamente por w~) la traza superior (inferior) de w en S, N A y por

[w]* = wt —w™, el salto a través de S,,.

Teorema 4.29 (Segunda forma de la ecuacion de Euler-Lagrange). Sea u un mini-
mizador local de F,g € CY(Q) y SyNA el grifico de una funcion C*Y. Entonces, para
cualquier campo vectorial n € [CL(A)]N se tiene la siguiente ecuacion:

+

(4.40) / [|Vu\2 + a(u—g)? (nv)dHN "t = / divo« ndHN L,
SuNA

SuNA

donde v es la normal exterior de Sy, N A.

Demostracion. Probamos el enunciado para el caso més sencillo en el que u € W22(AT)N
W22(A7). Dado 7, integrando por partes la parte izquierda de la ecuacién de Euler-
Lagrange se tiene que:

/A [Iver +a- g2 divnas
= 2/ [(n, V2u - Vu) + alu - g) (n, Vu — Vg)] do
A+

+
= [ [vul e atu-92] " ) an
SuNA

donde V?u denota la matriz de segundas derivadas de u. Por el teorema 4.28, vy Vu
tienen una extension Holder continua en S, N A. Entonces, por la ecuacion 4.39 y por
el hecho que la derivada normal de u en 9AT N S, es cero, se obtiene que:

2/ (Vu,Vu-Vn)de = —2/ [Au (n, Vu) + (n, Viu - Vu)| dx
At At

=2 [ fou0) 0.V + (0. 2w V)]
At



4.4 Primera variacion del area, curvatura media y ecuacion de Euler-Lagrange 95

Por lo tanto:
/A+{ [\Vu|2 +a(u— g)ﬂ } divn —2a(u —g) (Vg,n) —2(Vu,Vu- Vn)de
= [ [vuP s ot o] oy an
y analogamente:
/A{ [1Vuf? + a(u — )?] divn — 20(u — g) (Vg.n) —2(Vu, Vu- V) b

= /SumA [[VUF + a(u — 9)2} - (n,vydHN L,

Luego por las dos ecuaciones anteriores y por Euler-Lagrange se sigue la afirmacion
cuando W22(AT) N W?22(A7).

Para el caso general esbozamos la idea de la demostracion. Si u € VV%?(A \ Su)
entonces levantando (o tirando hacia abajo) un poco S, N A se puede obtener una
férmula de integracién por partes parecida a la anterior, en la cual los términos adicio-
nales desaparecen en el limite, ya que tanto u como Vu estan acotados y du/0v = 0
en S, N A. O

Se observa que si S, N A es el grafico de una funcién C?, entonces por el teorema
4.25 y por la ecuacion 4.40 se sigue que la curvatura escalar H de S, N A con respecto

+
a la normal exterior v es dada por — [[Vu\z + a(u — 9)2} . Por lo tanto, por 4.35 se
tiene que:

Vo

V1+[Vel?

donde ¢ es la funcién cuyo grafico es S, N A.

(4.41) —div = [|Vu|2 +a(u—g)2]i,

Veamos que en efecto, la ecuacion 4.41 sigue verificAndose pero en sentido débil si
tinicamente se sabe que ¢ es de clase C7 (D). Antes de probar este resultado hacemos
las siguientes simplificaciones del problema. Supondremos que A = D x (—1,1) y
ademas que:

[¢lloe =7 < 1.

Las pruebas de los teoremas 4.26 y 4.29 dependen de la suposicién de que g € C1(€2).
Sin embargo, incluso cuando g es un funcién acotada, ¢ sigue satisfaciendo la ecuacion
de curvatura media.

Proposicién 4.30. Si u es un minimizador local de F,g € L>®(Q) y Sy N A es el
grdfico de una funcion ¢ C17V(D), entonces existe una funcion H € L>(D) tal que la
ecuacion:

(1.42) Sdiv [——2 | =,

V14 Vel
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se verifica débilmente en D. Ademds, ¢ € CY1 (D) si N =2y ¢ € VV;?(D) NnCh (D)
para cualquier o € (0,1) si N > 2.

Demostracion. Por el teorema 4.28 podemos suponer que tanto u y Vu estan acotados
en D.

Paso 1. Afirmamos que existe un A > 0 que depende tnicamente de ¢ tal que si
w S Ccl(D) y ”w”cl(D) < 1/A entonces:

(4.43) /l)\/1+\V¢|2dz§/D\/1—1—\V¢+V¢]2d2+)\/]j]¢(z)|dz,

donde A es una constante positiva que depende tinicamente de ¢ y de las cotas de u
y Vu. En otras palabras ¢ minimiza el funcional:

(4.44) Xr—>/ 1+ |VX|2dz+>\/ X — ¢|dz,
D D

con respecto a la familia de funciones x € ¢ + Ccl(D) suficientemente cercanas a ¢ en
norma C'. Tomemos A tal que para cualquier 1 perteneciente a C}(D) y [¥llcripy <
1/A entonces ||¢]|, +2||¥] <1y [|[VY| < 1. Denotemos ahora por & : A — A
la aplicacion ®(z,t) = (z, L,(t)) donde para cada z € D, L,(t): (—1,1) — (—1,1) es
una funcién Lipschitz definida:

t, sig(2) +2/9(2)] <,

lineal, sig(z) <t < ¢(z) + 21(2)],
La(t) = ¢ 0(2) +9¥(2), sit=¢(z),

lineal, sig(z) = 2|Y(2)| <t < @(z2),

t, sit < @(z) — 2[(z)].

Es facil ver que ® se reduce a la identidad en una vecindad del borde de 0A, que ®
es invertible y que ®(S, N A) es igual al grafico I' de las funciones ¢ + . Ademas
como las derivadas 0L, /0z; estan acotadas por las constantes Lipschitz de ¢ y 9, y
1/2 < L (t) < 3/2, entonces tanto ® y &~ estan acotadas. Finalmente:

{eeA: O(x) £} < |{(28) : z€D,Jt—o(2)| s2|w<z>|}|=4/D|w|dz.

Si comparamos F(u, A) y F(v, A), donde v = uo®~!, teniendo en cuenta la desigual-
dad anterior se tiene que:

HY1(E, 0 4) < HYHT) + A / (2)ldz,
D

para un A suficientemente grande que depende tnicamente de las cotas de g, u, Vu.
Por lo tanto hemos probado 4.43.

Paso 2. Veamos ahora que 4.42 es de hecho la ecuaciéon de Euler-Lagrange del
funcional 4.43. En efecto si en la ecuacion 4.44 tomamos 1) = —en, donde 7 € C1(D)
y € > 0, diferenciando respecto de € se obtiene:

(Vo,Vn)

/ ———dz < Ml 11y -
D1+ |Ve?
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Por lo tanto, la parte izquierda de la desigualdad define un funcional lineal continuo
en L'(D) y esto significa que ¢ satisface la ecuacion 4.42 para alguna funcién acotada
H cuya norma L* no excede A. O

Concluimos esta secciéon viendo que si el conjunto S, N A es un grafico C'7, po-
demos obtener tanta regularidad de la solucién u como deseada suponiendo suficiente
regularidad en g.

Teorema 4.31. Sea u un minimizador local de F y S, N A el grifico C17(D) de una
funcion ¢. Si g € C*P(A) para algin k > 1,8 < 1, entonces existe un o que depende
tinicamente de N, 8 y ¢ tal que ¢ € C*+29(D) y u tiene una extension C*T27 o cada
lado de S, N A.

Demostracion. Supongamos que k = 1. Por la proposicion 4.30 se sigue que ¢ €
C19(D) para cualquier § < 1y ¢ tiene segunda derivada en L2 (D). Por lo tanto ¢
satisface la ecuacion 4.41 puntualmente en casi todo punto de D respecto de la medida
LNV~1. Si se expande la divergencia del lado izquierdo de la ecuacion 4.41 obtenemos

que ¢ resuelve la ecuacién eliptica:

N-1 82 +
(1.45 Y s == [V + afu— 0] (2.0(2),

1,j=1

donde los coeficientes son localmente J-Hdélder continuos para cualquier § < 1 y el
lado derecho es localmente o-Holder continuo para algiin o > 0. Por lo tanto, por el
teorema clasico de acotacion de Schauder [26, Teorema 9.19], ¢ tiene localmente una
derivada segunda Holder continua. Esto implica usando la ecuaciéon 4.39 y el teorema
clasico de acotaciones de Schauder para el problema de Neumann (|26, Teorema 6.31]),
que u tiene localmente una derivada segunda Holder continua hasta S, N A. Luego
podemos concluir que los coeficientes y el lado derecho de la ecuaciéon 4.45 pertenecen
a C17 para algtin ¢ > 0 y esto a su vez nos proporciona que ¢ € C37(D) y que u tiene
un extension C>° a cada lado de S, N A. Esto prueba el resultado cuando k = 1. Si
k > 1 la mayor regularidad de u y ¢ se sigue por un argumento de bootstrap, basado
una vez mas en las ecuaciones 4.45 y 4.39. O

Como consecuencia del teorema 4.31, si ¢ € C17(D) y si g € C*°(A) entonces
¢ € C®(D) y u tiene una extension C* a cada lado de S, N A. A continuaciéon
finalizamos el trabajo enunciando la siguiente conjetura dada por De Giorgi.

Conjetura 4.32. Si (K, u) es un minimizador local del funcional F y K N A es una
variedad C™ para algin conjunto abierto A, entonces K N A es analitico.
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